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Parabola a jej analytické vyjadrenie
RNDr. Viera Vodickova

: Parabolu poznas, nie?

: Ale dno. Pri sme sa ich nakreslili viac nez dost.
: M4&s pravdu. Grafom kvadratickej funkcie je krivka, ktora sa vola parabola. Na obrazku

mas graf kvadratickej funkcie f : y = 22,

Yy y = z?

O T

Prejdeme rovno k jej definicii. V' rovine nech je dana priamka d a bod I, ktory na
nej nelezi. Parabolou nazgvame mnoZinu vsetkych bodov tejto roviny, ktoré
maju rovnaku vzdialenost od priamky d ako aj od bodu F. Parabolu oznadujeme
velkym pismenom P.

P={X € Ey;|Xd| = | XF|}

. Hm. .. Myslel som si, Ze parabolu dobre poznam, teda jej tvar. Tdto definicia ma prekva-

pila. . .

: Vedel by si na zéklade tejto definicie ndjst aspori jeden bod paraboly?

: Mdme priamku a bod. Rovnakd vzdialenost od priamky aj od bodu F. .. Zostrojim kolmicu

na priamku z bodu F' a v polovici mdam jeden bod paraboly.

: Vyborne. Mas to aj na obrazku. Tento bod oznacime V. Nazveme ho vrchol paraboly.

F
v

Nasiel by si aj iné vyhovujtace body?

: Asi dno. Zvolim si lubovolni vzdialenost. Zostrojim kruZnicu so stredom F a s polomerom

rovnajucim sa tejto vzdialenosti. Potom zostrojim rovnako vzdialentd rovnobezku s priamkou
d. Tam, kde sa pretni vznikne dal§i bod paraboly, vlastne mi vznikni rovno dva body. Je
to aj na obrazku.

k

<
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U: Sahlasim. AZ na to, Ze vzdialenost, ktort si zvolime, musi byt vii¢sia ako je polovica
vzdialenosti bodu F' od priamky d.

Z: Mdte pravdu. Inak by som nedostal Ziaden priesecnik.

U: Takto by sme mohli pokracovat dalsimi bodmi, az by sme dostali parabolu.

I
bt
Sy

Bod F' nazyvame ohnisko paraboly. Priamka d sa nazyva riadiaca alebo direkéna
priamka. Parabola ma jednu os. Je to priamka kolma na direkéna priamku d prechadza-
juaca ohniskom F'. Priesecnik osi a paraboly je bod V' a nazyva sa vrchol paraboly.

Z: Zatial mi je vSetko jasné. Vrchol paraboly bol dolezity aj pri kresleni grafov kvadratickijch
funkcii.

U: Povieme si aké analytické vyjadrenie ma parabola.

Z: Bude mat rovnicu, tak ako kruZnica, elipsa alebo priamka?

U: Ano. Rovnica paraboly zavisi od jej polohy v ststave stradnic. My sa budeme zaoberaf
len takymi parabolami, ktorych os je rovnobezna s osou x alebo osou y stustavy stradnic.

Z: Cize napr. ako tu na obrdzku?

TF

o=V T
d

U: Ano. To je jednoduchy priklad. Os paraboly lezi na stradnicovej osi 4. Vrchol paraboly je
bod S[0;0]. A direkéna priamka d je zase rovnobezna s osou z. Odvodime rovnicu tejto
paraboly. Zacneme definiciou.

Z: Parabola je mnozina vsetkych bodov roviny, ktoré maju rovnaki vzdialenost od priamky d
ako aj od bodu F.

U: Vyborne. Zoberieme si fubovolny bod paraboly X [x;y|. Podla definicie pren plati:
| Xd| =|XF)|.

Vyjadrime si tieto vzdialenosti.

Z: Potrebujem suradnice ohniska F' a rovnicu riadiacej priamky d. Z obrazka viem len siurad-
nice vrcholu, t. 5. V[0;0].
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U: Ozna¢me vzdialenost ohniska a riadiacej priamky p.

|Fd| =p
Cislo p sa nazyva parameter paraboly a urcuje jej tvar. Nakolko bod F nelezi na priamke
d, plati p > 0. Vzdialenost vrcholu od ohniska je rovnaké ako od direkénej priamky, preto

1
FV|==p.
[F'V| 5P

Ohnisko F' zaroven lezi na osi y, preto ma siradnice. ..
Z: z-ovd siradnica je nulovd a y-ovd je 5p, F[0;5p].

U: Sthlasim. Direkénd priamka je rovnobezné s osou x a prechadza bodom [0; —%p] leziacim
na y-ovej osi, preto jej rovnica je: d : y = —%p.

XFLAts

- [7; 9]
| Xd|
%p O = V N X
d

U: Vyjadrime si vzdialenosti |Xd| a | X F|.

Z: Vzdialenost bodu X od priamky d vidno rovno z obrdzku. Tvori ju velkost y-ovej suradnice
bodu X a vzdialenost direkcnej priamky od osi x. Teda:

1
| Xd| =y + P

U: Vyborne. Vzdialenost bodov X a F vyjadrime zase podla vzorca pre
. Nakolko X[z;y] a F[0; 3p], plati:

1 2
|XF_\/;1;2+ <2p—y> :

Tieto vyjadrenia dosadime do rovnice:

1Xd| = | XF).

. 2 (1L 2
“p=\/|T —p — .
y+5p 5P Y

U: Tato rovnicu budeme upravovat, aby sme ziskali nejaky jej ,krajsi tvar“. Zaéneme tym, ze
obe strany rovnice umocnime na druht. Pri umocneni nezabudnme na to, ze lav( stranu
umoctiujeme ako dvojélen podla vzorca (a + b)?.

Z: Dosadzujem:
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Z: Umocnujem:
1 1
v Hyp+ gt =2+ 0 —py 7

y? aj }Lp2 sa mi odcita! Dostdvam:

yp = 2% — yp.
U: Alebo po tprave:
z? = 2py.
A to je rovnica nasej paraboly.
Z: Uf! To je nejakd jednoduchd rovnical!

U: Ak ju upravim na tvar:

tak by ti to malo byt zname.
Z: To je predpis kvadratickej funkcie.

U: Uz na zaciatku sme povedali, ze parabola je grafom kvadratickej funkcie. Druhéa vec, ktoru
si treba vS§imnut je to, Ze len jedna premenné, x, vystupuje v druhej mocnine.

Z: Naozaj! Pri dpravdch ndm ¢len y? vypadol.

U: Povedali sme, Ze sa budeme zaoberatf len takymi parabolami, ktorych os je rovnobezna
s niektorou osou ststavy stradnic. Druh& moznost umiestnenia paraboly v ststave stradnic

je na dalSom obrazku.
Y

Z: Parabola sa otocila. Direkcna priamka je hore.
U: Je rovnica je potom:

z? = —2py.
Z: Pribudlo len znamienko minus na pravej strane.

U: Ano. Znamienko pri ¢lene 2py vyjadruje ako je parabola otocena. Dalsie dve moznosti
umiestnenia paraboly v ststave stradnic st na dalsich obrazkoch.
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Os paraboly teraz lezi na osi = a direk¢né priamka je rovnobezna s osou y. Prva parabola
otocena ,vpravo“ ma rovnicu:
y* = 2.

Druhé parabola oto¢end ,,vlavo“ mé rovnicu:

;1/2 = —2px.

. Zase sa lisia len znamienkami. Doprava je plus a dolava minus. V duhej mocnine je ne-

zndama .

y4

: Uvedieme si este rovnice parabol, ktorych vrchol nie je v zaciatku stustavy stradnic. Pa-

rabolu posunieme tak, Ze jej os bude rovnobezna s osou y a direkéna priamka s osou .
Nech vrchol paraboly je bod V[m;n|. Rovnica takejto paraboly je potom:

(x —m)? =2p(y —n).
Y

Jasné. Viyrazy (xr —m) a (y — n) vyjadruji posunutie vrchola paraboly.
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U: Zhrnieme to aj pre ostatné pripady.
Kazda parabola, ktord mé os rovnobeznu s osou vy, vrchol V' [m;n| a parameter p, je vy-
jadrend jednou z rovnic:

(x —m)* =2p(y —n) alebo (z—m)®> = —2p(y —n).

Kazda parabola, ktord mé os rovnobezna s osou z, vrchol V'|[m;n| a parameter p, je vy-
jadrend jednou z rovnic:

(y —n)? =2p(x —m) alebo (y —n)* = —2p(x —m).

Uvedené rovnice nazyvame vrcholovymi rovnicami paraboly.

Z: Asi preto, Ze tam vystupujiu suradnice vrchola paraboly.

U: Okrem vrcholovej rovnice paraboly pozname aj vseobecnt rovnicu paraboly. Vznikne tpra-
vou vrcholovej rovnice — roznasobenim zatvoriek a umiestnenim vsetkych ¢lenov na jednu
stranu rovnice. Vseobecna rovnica paraboly ma tvar:

2>+ Az + By+C =0 alebo y>+ Az + By+C =0,

pricom A, B,C € R.
Z: Hm. .. VZdy je len jedna nezndma v druhej mocnine.

U: Napriek tomu parabola patri ku kvadratickym ttvarom, jej rovnica je kvadraticka.
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Priklad 1: V sustave suradnic v rovine zakreslite paraboly dané nasledujicim analytickym
vyjadrenim:

a) ¥? = 4y,
b) (y—2)*=—6(z+1).

Urcte suradnice vrchola, ohniska a rovnicu direkcénej priamky.

19

Z: Paraboly su dané

U: Ma&s pravdu. Pripomeniem len, Ze vrcholova rovnica paraboly ma jeden z tychto tvarov
v ramceku,

o (z—m)?=2p(y—n),

(@
o (z—m)*=—-2p(y —n),
(

o (y—mn)?=2p(x —m),

o (y—n)?=—-2p(x —m),

kde vrchol paraboly je bod V[m;n|, p je parameter paraboly — vzdialenost ohniska od
direk¢nej priamky. Os paraboly je rovnobezna s niektorou osou ststavy suradnic.

Z: Zacnem s ulohou a). Mdame dani parabolu:

Kedze rovnica sa vold vrcholovd, mal by som vediet z nej vycitat suradnice vrchola paraboly.
Tu je to jednoduché. Vrchol paraboly je bod V'[0;0].

U: Sthlasim. Aky parameter mé parabola?

Z: To je tiez lahké. Parameter to je to cislo, ktoré vystupuje v rovnici, teda p = 4.

U: Nestihlasim. Ak sa pozrie§ na uvedené tvary rovnic paraboly, vidis, Ze plati 2p = 4. Co
znamena, ze p = 2.
Vedel by si povedat ako je umiestnend parabola v ststave suradnic? S ktorou osou ststavy
suradnic je rovnobezna jej os?

N«

: Hm. .. V druhej mocnine je neznama x. To znamend, Ze os paraboly je rovnobeZnd s osou. . .

U: Ak si to nevies zapamétat, dam ti mali pomocku. Ak je x v druhej mocnine, znamena to,
7e parabola predstavuje kvadratickti funkciu, a preto moze byt oto¢end len ,hore“ alebo
,dole“. Jej os je rovnobezna s osou y. Ak je v druhej mocnine y, parabola nepredstavuje
graf funkcie, je otodend ,doprava“ alebo ,dolava“, jej os je rovnobezna s osou x.

Z: Pochopil som. V nasom pripade je v druhej mocnine x, je to funkcia, a preto je os paraboly
rovnobeznd s osou y. Na pravej strane mame kladné cislo 4, preto je otocend ,hore”.

U: Dobre. Ur¢me teraz suradnice ohniska paraboly. Ohnisko F' sa nachadza na osi paraboly,
v nasom pripade na osi y. Jeho vzdialenost od vrchola paraboly je rovna polovici vzdiale-
nosti ohniska a direk¢nej priamky:.
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: Jasné! Parameter je p = 2, jeho polovica je 1. Preto ohnisko md suradnice

F[0;1].
: Spravne. A teraz rovnica direkénej priamky.
: Direkcnd priamka je rovnobeznd s osou x a nachddza sa pod parabolou.

: Ano. Vzdialenost vrchola a direkénej priamky je 1, tak ako aj vzdialenost vrchola a ohniska
To znamena, Ze prechddza bodom [0; —1] leziacim na y-ovej osi, jej rovnica je: d : y = —1.

Uz len zakreslim parabolu do sustavy suradnic. Zakreslim ohnisko, vrchol a direkéni
priamku, nakoniec aj parabolu otocent nahor.

y—_
1+F

e N ()i e
—1] d

c

C N C N

N(

: Pokracujem dlohou b):

(y—2)2 = —6(x +1).
Urcim sturadnice vrchola paraboly. St to ¢isla v zatvorkdch akurdt s opacnym znamienkom.
Virchol paraboly je bod V'[2; —1].

: Moment! Musi$ sa pozriet aj na poradie. Prva stradnica je vzdy z, preto sa musis pozriet
na zatvorku (z + 1).

. Jdj! Mdte pravdu. CiZe V[—1;2]

: Teraz uz suhlasim. Aky parameter méa parabola?

: Parameter je 6 deleno 2, t. j. p = 3.

: S ktorou osou ststavy stiradnic je rovnobezna os paraboly?

Chcete vediet ako je umiestnend v sustave suradnic? V druhej mocnine je nezndma y. To

sy . . . v « Ay p 3 .
znamend, Ze to nie je funkcia, parabola je ,naleZato”, moZe byt doprava alebo dolava. Jej
0s je rovnobeznd s osou x.

: Ano. Navyse pri parametri mame zaporné znamienko, preto bude parabola oto¢ené dolava.
Uréme stiradnice ohniska paraboly.

Hm. .. to je teraz taZsie ako v predchddzajicom pripade.

: Pomozeme si obrazkom. Vyznacime si na tiom vrchol V[—1;2] a os paraboly. Je to rovno-
bezka s osou x prechadzajica cez vrchol.

y—_
-------- P
Il ] ] ] : ] ] ] ]
T T T T _Il __OI T T Ix
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Ohnisko F' sa nachadza na osi paraboly.

: Aha! Jeho y-ova suradnica je 2.

C N

: Ano. Prvi stradnicu uréime pomocou parametra.

N«

: Jasnée! Parameter je p = 3, jeho polovica je % Tuto hodnotu odpocitam od prvej suradnice
vrchola, —1 — % = —g. Ohnisko md suradnice

F[—Z;2}.

U: Spravne. A teraz rovnica direk¢nej priamky:.

N«

: Direkcna priamka je rovnobeZna s osou y a nachddza sa vpravo od paraboly. Teraz k prvej
suradnici vrchola pripocitam polovicu parametra, —1 + % = % Rowvnica direkcnej priamky
jed:x = % Nakoniec zakreslim parabolu do sustavy suradnic.

Uloha 1: V sdstave suradnic v rovine zakreslite paraboly dané nasledujicim analytickym
vyjadrenim.:

CL) y2 = 2($ B 3)7
b) (x+4) = —-8(y —2).
Urcte suradnice vrcholu, ohniska a rovnicu direkcnej priamky.

Vysledok:
a) ol 0g,p=1,V[3;0], F[3;0],d: 2 =},
b) ol 0y, p=4,V[-4;2], F[~4;0],d : y = 4
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Priklad 2: Napiste analytické vyjadrenie paraboly, ak je dané jej ohnisko F[4; —2| a direkénd
priamka d : y = 4.

U: Akd rovnicu paraboly poznas?

Z: Poznam a . Viac sa mi vsak paci vrcholova.

U: Dobre. Tvar vrcholovej rovnice paraboly zavisi od jej polohy v ststave stradnic. Skiisme
na zaklade zadania urcit jej polohu.

V4 jed:y = 4. To je priamka rovnobeznd s osou x. Preto os paraboly je
zase rovnobezZnd s osou v .

U: Vyborne. Parabola, ktorej os je rovnobezna s osou y ma jednu z tychto rovnic:
(x —m)? =2p(y —n) alebo (z—m)* = —2p(y —n),

kde vrchol paraboly je bod V[m;n|, a p je parameter paraboly.

Z: Parameter paraboly by som vedel urcit. Je to vzdialenost ohniska od direkénej priamky.
PouZijem vzorec na urcenie vzdialenosti bodu od priamky.

U: Pockaj! Bude ti stacit aj obrazok. V sustave suradnic si nacrtneme ohnisko F[4;—2],
direk¢éna priamku d : y = 4 a os paraboly o prechadzajicu bodom F'.

Yy o d
4__
T p
} } } __OI } } i Ix
AT TF

: Naozaj! Vzdialenost ohniska od priamky d vidno z obrdzka. Je to 6, ¢ize p = 6.

C N

: Zaroven pomocou obrazka urc¢ime aj siradnice vrchola paraboly.

: Virchol lezi na osi paraboly ,v strede medzi ohniskom a priamkou d. V'[4;1].

cC N

: Spravne. Ako je parabola otoCena?

N«

: Ohnisko musi byt ,vo vnitri“ paraboly a parabola nepretina direkéni priamku. . . Parabola
je otocenda dole.

c

: To znamené, Ze v rovnici vystupuje zdporné znamienko. Mo6zeme napisat vrcholovi rovnicu
paraboly.

Z: Zopakujem si to: V[4;1], parameter p =6, 6 -2 =12 a k tomu znamienko minus. Rovnica
paraboly je:
(x—4)* = —12(y — 1).
U: Vyborne.
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Uloha 1: Napiste analytické vyjadrenie paraboly, ak je dané ohnisko F[3;—1] a direkéna
priamka d : v = —1.

Vysledok: (y + 1)? = 8(z — 1)

Uloha 2: Napiste analytické vyjadrenie paraboly, ktord md vrchol v zaciatku sistavy siradnic
a ohnisko F[2;0].

Vysledok: y? = 8z

Uloha 3: Napiste analytické vyjadrenie paraboly, ktord md vrchol V[2; —5] direkénd priamku
d:y=>5.
Vysledok: (z —2)2 = —20(y + 5)
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Priklad 3: Rozhodnite, ¢i nasledujica rovnica je analytickym vyjadrenim paraboly:

C N C N C

N«

c

N N

22 + 4y —6x+3=0.

V pripade, Ze ide o parabolu, urcte suradnice jej vrchola a parameter.

: Je to vseobecnd rovnica paraboly.

: Mohla by byt. Zistime to jej Gpravou na vrcholovy tvar. Ako vyzerd vrcholova rovnica

paraboly?

. Je to rovnica typu:

(. —m)? =2p(y —n) alebo (x—m)* = —2p(y —n).

: Pricom m, n st stradnice vrchola paraboly a p je jej parameter. Na rozdiel od vSeobecnej

rovnice, je Clen s x, ktory je v druhej mocnine, upraveny na ,Stvorec”.

. To myslite asi ti zdtvorku (v —m)?, viak?

: Presne tak. Znamend to urobit

: Hm. .. tak to st dam nagprv dohromady cleny s x.
: A ostatné ¢leny dame na prava stranu.

. Zopakujem si dani rovnicu:

2? + 4y —6x+3=0.

Takze:
2? — 6z = —4y — 3.

: Pozrieme sa na Tavii stranu. Chceme, aby sme tam mali vyraz tvaru a® — 2ab + b2
: Chyba mi clen b*. Asi by som si ho mal nejako vyrobit. . .

: Clen 2ab mé tvar 6x, ¢o sa d4 napisaf aj ako 2 -z - 3.

: Z toho je jasné, Ze b= 3. Chybajici clen b* bude 3% = 9.

: TakZe ho pripocitame na lava stranu. A aby platila rovnost, musime ho pripocitat aj na

pravu stranu rovnice. Preto:

22 — 62+9 = —4y — 349.

: Aha! Na lavej strane mdme podla vzorca (x — 3)? a na pravej strane spocitam —3+9 = 6,

to znamenda:
(x —3)* = —4y +6.

: Stihlasim. Upravime eSte prava stranu tak, aby sme z nej mohli preéitat parameter para-

boly. Koeficient pri y vyberieme pred zatvorku.

: Na pravej strane vyberiem (—4) pred zdtvorku a dostdvam:

(= 3)° = —4(y — 2).

: A to je vrcholova rovnica paraboly. Vedel by si mi povedat aké su stradnice jej vrchola a

aky je jej parameter?
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Z: Siuradnice vrchola - to su ¢isla v zdtvorkdch, ale s opacnym znamienkom, cize V|[3; %}

Parameter p = 2.
U: Vyborne.

Uloha 1: Rozhodnite, ¢i nasledujica rovnica je analytickym vyjadrenim paraboly:
2 =2 —4y+1=0.

V pripade, Ze ide o parabolu, urcte suradnice jej vrcholu a jej parameter.

Vysledok: V[1;0],p = 2
Uloha 2: Rozhodnite, ¢i nasledujiica rovnica je analytickym vyjadrenim paraboly:
Yy —3x—2y+7=0.

V pripade, Ze ide o parabolu, urcte suradnice jej vrcholu a jej parameter.

Vysledok: V[2;1],p = %
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Priklad 4: Urcte rovnice vsetkych parabol, ktorych os je rovnobeznd s osou x, ich parameter

C N

N«

je 2 a prechddzaji bodmi A|—2;4] a B[6;0].

: Akt rovnicu paraboly poznas?

: Poznam

: Dobre. Tvar vrcholovej rovnice paraboly zavisi od jej polohy v ststave stradnic. Nasa

parabola mé mat os rovnobeznu s osou .

: Parabola, ktorej os je rovnobeznd s osou x md jednu z tychto rovnic:

(y —n)? =2p(x —m) alebo (y —n)* = —2p(x —m),

kde vrchol paraboly je bod V|m;n|, a p je parameter paraboly.

: Vyborne. Na urcenie rovnice paraboly potrebujeme parameter a siradnice vrchola para-

boly.

: Parameter pozndam, p = 2.

: Stihlasim. Preto parabola bude mat jednu z tychto rovnic:

(y —n)? =4(x —m) alebo (y—n)®> = —4(x —m).

: Hm. .. Ako ale zistim suradnice vrchola?
: Mame dané dva body A a B, ktoré patria parabole. Ak dany bod patri parabole, musia

jeho stradnice vyhovovat rovnici paraboly.

: Aha! Dosadim siuradnice bodov A a B do rovnice a ziskam tak dve rovnice s mezndmymi

m,n.

: Mame vsak dve moznosti pre rovnicu paraboly. Za¢nime preto s prvou, nech parabola ma

rovnicu:
(y —n)? = 4(x —m).

: Dosadim najprv suradnice bodu A, za x ¢islo —2 a za y cislo 4:

(4—n)*=4(-2—-m).
Potom suradnice bodu B, 6 a 0:

(0 —n)* =4(6 —m).

: Upravime pravé strany a dostavame ststavu rovnic:

(4—n)*>=-8—4m
n? =24 — 4m.

Na rieSenie navrhujem pouzit s¢itaciu metédu.
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Z: Druhii rovnicu vyndsobim (—1) a rovnice séitam:
(4—n)? —n®=—8—4m — 24 + 4m.
Po dprave mi vypadne m. Na lavej strane umocnim zdtvorku, dostdvam:
16 — 8n +n® —n® = —32.
Hurd! Vypadne mi aj n* a ziskavam jednoduchii rovnicu:
—8n = —48,

z ¢oho
n = 6.
U: Vyborne.

Z: Dopocitam siuradnicu m. Dosadim n = 6 napr. do druhej rovnice n* = 24—4m a dostdvam:
36 = 24 — 4m,
z coho

m = —3.

Virchol paraboly je bod V' [—3;6].

U: Parabola mé rovnicu:
(y — 6)* = 4(x + 3).

U: A teraz druhd moznost. Nech parabola mé rovnicu:

(y —n)* = —4(x —m).

Z: Budem postupovat rovnako. Dosadim siuradnice bodu A, —2 a 4 a potom suradnice bodu
B, 6 a 0. Dostavam sustavu rovnic:

(4—n)>=8+4m
n? = —24 + 4m.

Druhi rovnicu vyndsobim (—1) a rovnice scitam:
(4—n)>—n>=8+4m+24 —4m.
Lava strana je takd istd ako v predchddzajicom pripade a na pravej strane mam 32:
16 — 8n = 32.

To znamend, Ze

U: Stihlasim.
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Z: Dosadim n = —2 napr. do druhej rovnice n®> = —24 + 4m a dostdvam:

4= —24+4m,

z ¢oho
m="1.

Vrchol paraboly je bod V'[7; —2| a jej rovnica je:
(y+2)2 = —4(x - 7).

U: Vyborne. Uloha m4 dve rieSenia.

Uloha 1: Uréte rovnice vsetkych parabol, ktorgch os je rovnobeind s osou y, maji vrchol
V'[3;5] a prechddzaji bodom A|0;2].

Vysledok: (z — 3)? = —3(y — 5)

Uloha 2: Uréte rovnice vsetkych parabol, ktorych os je rovnobezna s osou y a prechddzaji
bodmi C[0; —1], D[—2;7] a E[5; 14].

Vysledok: (z —1)? =y + 2




VoKu25-5 | List 17

Priklad 5: Do paraboly 4x = y? vpiste rovnostranny trojuholnik ABC' tak, aby vrchol A

C N

C N C N

bol totozny s vrcholom paraboly a vrcholy Ba C leZali na parabole. Vypocitajte suradnice
bodov A, B,C' a dlZku strany tohto trojuholnika.

: Pochopil som dobre? Mdm do paraboly vpisat trojuholnik?

: Ano. Znamena to, 7e vetky vrcholy trojuholnika ABC' leZia na parabole.

: Bod A pozndm, md to byt vrchol paraboly. Na zdiklade jej rovnice 4x = y? viem, Ze A[0;0].
: Sthlasim.

: Ako zistim suradnice bodov B a C'?

: Pomo6zeme si obrazkom. Z rovnice paraboly vieme, Ze jej os je rovnobezna s osou x stustavy

suradnic. Vrchol je v zac¢iatku stistavy suradnic. Nacrtneme parabolu a do nej rovnostranny
trojuholnik ABC'.

Y
b

—b

: Body B a C su umiestnené pekne symetricky.

: Samozrejme. Parabola je osovo stimernéd podla svojej osi a aj rovnostranny trojuholnik

je osovo stmerny podla osi prechddzajicej jednym z jeho vrcholov kolmo na protilahla
stranu.

: To ale znamend, Ze body B a C maji rovnakid prvi suradnicu.

: Spravne. Aj to vyuzijeme. Venujeme sa najprv bodu B. Nech mé suradnice Blzg;yg|. Bod

B patri parabole, preto jeho stradnice vyhovuju rovnici paraboly.

: Dosadim ich do rovnice a dostdvam:

drp = yp.
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U: Pre jednoduchost ozna¢me yz = b. Potom plati:

b2
rp = Z
Bod B ma stradnice B[%; b).
Z: Aha! A pre bod C plati C’[%; —b]. Prud sdradnica je rovnakd a druhd je opacnd.

U: Dobre, mame pomocou neznamej b urcené sturadnice bodov B a C. Trojuholnik ABC' je
rovnostranny. Co to znamen4?

Z: Ma rovnako dlhé strany, rovnaké vnutorné uhly. . .

U: Informécia o strandch ndm bude stacit. Plati: |BC| = |AB|. Vyjadrime si tieto velkosti
pomocou suradnic.

Z: Na urcenie pouzijem vzorec. Bod B[%;b] a bod C[%; —b], preto

plati:
p2 o b2\?
— . _Z 2
|BC| \/<4 4) + (b+b)%

Podobne, kedze A|0;0] plati:

|AB| = \/(1—2 —o>2+ (b—0)2.

U: Vyborne. Porovnanim oboch velkosti dostavame rovnicu:

&Y o= (5 0) oo

Jej vyrieSsenim ziskame neznamu b.

Z: No. .. Nie je to velmi peknd rovnica.

U: Na oboch stranach vystupuju odmocniny, preto umocnime obe strany rovnice na druht.
Zaroven nuly na pravej strane mozeme vynechat.

B2 b2\’ b\
— = — b+b)? == b2
(7-5) ~or=(3) +
Ten prvy clen vynechdm, je to predsa nula, neviem, c¢o ho tolko opisujem. .. Mdm teda
TOUNICU!

Z: Po umocneni dostdvam:

(b+0)* = (%2)2 + b2

U: T4 uz nevyzera tak hrozivo, pravda? Vyriesis ju?
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Z: Pokusim sa. Umocnim zdtvorky:

N«

4 = — + v
16 +

Odstrdnim zlomok, teda vyndsobim rovnicu 16:
64b° = b* + 16b°.

A nakoniec dostavam rovnicu:

48b% — bv* = 0.

: Je to sice rovnica stvrtého stupiia, ale pomerne jednoduché. Sta¢i vybrat b? pred zatvorku.

: OK. Vyzerd to takto:

b*(48 — b?) = 0.

Z toho mdme riesenia:

b=0, a b=+V48 = +4V/3.

: Stihlasim. Ak sa pozrieme na obrazok, vidime, Ze rieSenie b = 0 nevyhovuje.
: Jasné, to by nebol trojuholnik, lebo vsetky vrcholy by splynuli do jedného bodu.

: To znamena, 7e mame rieSenie b = 4/3. Stiradnice bodov boli B[%; b a C[%; —b]. Preto

po dosadeni b = 4+/3 dostavame:
B[12;4V3] a C[12;—4V3].

Je zrejmé, 7e pouzitim druhého rieSenia b = —4+/3 dostavame len vymenené stradnice
bodov B a C.

. Vypocitam este dlzku strany trojuholnika, napr. pomocou bodov A[0;0] a B[12;4+/3].

|AB| = \/(12—0)2 +(4V3 - 0)2 = V144 1 48 = V192 = 8V/3.

Velkost strany trojuholnika ABC' je 81/3.




