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Vzajomna poloha priamky a roviny
RNDr. Viera Vodickova

U: Zacneme s opakovanim. Akd moze byt vzajomnda poloha priamky a roviny?

Z: Hm. .. Priamka moZe byt s rovinou rovnobeznd alebo roznobeind. A mozu byt tieZ aj totozné.

U: AZ na to posledné s tebou stihlasim. Priamka moze byt s rovinou rovnobezné alebo roz-
nobezna. Ale priamka nemoze byt s rovinou totozna!

Z: Nie? MoZe predsa nastat taky pripad, Ze celd priamka leZi v rovine.
U: Teraz si to pomenoval spravne. Priamka moZe leZaf v rovine, alebo mozeme aj povedat, ze
priamka patri rovine. Totoznost ma iny vyznam. Ak si dva ttvary totozné, znamena

to, ze vSetky body prvého utvaru patria druhému dtvaru a naopak, vsetky body druhého
utvaru patria prvému utvaru.

Z: Aha. Ak priamka leZi v rovine, vsetky jej body patria rovine. Ale neplati, Ze vsetky body
roviny patria priamke. To je jasné.
U: Dobre. Mame dva pripady vzajomnej polohy. Priamka je s rovinou rovnobezné alebo

roznobezna. Ak priamka lezi v rovine, hovorime tieZ o rovnobeznosti.
Na zaklade ¢oho takto klasifikujeme vzajomnt polohu priamky a roviny?

. Myslim, Ze na zaklade poctu ich spolocngjch bodov.

C N

: Spravne. Aky prienik moze mat priamka s rovinou?

N«

: Mozu sa pretnit prdve v jednom bode, alebo sa nepretni. A este, ked priamka lezi v rovine,
tak sa pretniu vo vsetkych bodoch priamky. To je asi vsetko.

c

: Asi? Moéze maf priamka s rovinou spolo¢né préave dva body? Alebo prave tri body?

N«

: To teda nie! Beriem spdt to ,asi“. Vycerpal som uz vietky moznosti.

U: Zhrnieme to.

e Ak prienikom priamky a roviny je prazdna mnoZina (nemaju spolo¢ny bod), priamka je
s rovinou rovnobezna, pricom priamka nelezi v rovine.

e Ak prienikom priamky a roviny je nekonecne vela bodov (celd priamka), priamka je
s rovinou rovnobezna, pricom priamka leZi v rovine.

e Ak prienikom priamky a roviny je prave jeden bod, priamka je s rovinou réznobezna.

c

: Teraz budeme skiimat vzajomnu polohu priamky a roviny z analytického hladiska.

: Pomocou vektorov?

cC N

: Aj. Ale hlavne pomocou ich analytického vyjadrenia.

N«

: Myslite rovnice?

c

: Ano. Z rovnic priamky a roviny musime vedief uréit, ¢i s rovnobezné, roznobezné alebo
¢i priamka lezi v rovine. Akou rovnicou vieme vyjadrif priamku v priestore?
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Z: Priamku v priestore moZeme vyjadrit len

U: Spravne. Zopakujme si, ze parametrické vyjadrenie priamky v stiradniciach je:

T = ay + tuy

ag + tug
z=uag+tus, teR.

Co vietko vieme uréif z parametrickych rovnic priamky?

Z: 7 parametrickych rovnic vieme urcit suradnice aspori jedného bodu priamky, napr. bodu
Alay; ag; as]. Okrem toho aj suradnice , U= (ug; ug; us).

U: Vyborne. Pozrieme sa na rovinu. Akou rovnicou vieme vyjadrit rovinu?

Z: Rovinu vieme vyjadrit a . Och, to budeme mat pripadov.
Vietko bude zdvisiet od toho, akou rovnicou bude dand rovina!

U: Iste vies, ze parametrické rovnice roviny st v podstate tri, vystupuji v nich dva smerové
vektory a teda aj dva parametre. Naproti tomu vSeobecna rovnica roviny — to je len jedna
rovnica. Urcite uznas, ze sa s nou pracuje jednoduchsie. Stistredime sa preto len na roviny
dané vSeobecnou rovnicou. V pripade, ze by predsa bola rovina zadana parametricky, mal
by si uz vediet prepisat parametrické rovnice roviny na rovnicu vseobecnil.

Z: To znamend, Ze bude len jeden pripad. Priamka zadand parametricky a rovina zadand
vseobecne.

U: Povedzme si este ako vyzerd vSeobecnd rovnica roviny.

Z: Vseobecnd rovnica roviny je rovnica typu

axr +by+cz+d=0.

U: Pricom a, b, ¢, d st lubovolné redlne ¢isla také, Ze aspon jedno z ¢isel a, b, ¢ je rozne od nuly.
Co vieme vy¢itat zo vSeobecnej rovnice roviny?

—

Z: Koeficienty a,b, c urcuju suradnice , 1= (a;b;c). Je to vektor
kolmy na rovinu.

U: Nakreslime si tri obrazky, na ktorych budu postupne znazornené vsetky tri pripady vza-
jomnej polohy priamky p a roviny p. Na prvom obrazku priamka lezi v rovine. Na druhom
je priamka s rovinou rovnobezna a na trefom je priamka s rovinou roznobezné. Na priamke
p vyznac¢ime Cervenou farbou bod P a smerovy vektor priamky . V rovine p vyznac¢ime
modrou farbou normalovy vektor 7i.
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Na obréazkoch budeme sktimat ako stvisi vzajomné poloha priamky a roviny s umiestnenim
smerového vektora priamky a normalového vektora roviny.

Z: Zatial nevidim nié, ¢o by mi pomohlo. Je to iné ako pri dvoch priamkach. Na Ziadnom
obrdzku sa nedaji vektory umiestnit na jednu priamku.

U: To je pravda. Ststredme sa na prvé dva obrazky. Na oboch je priamka s rovinou rovnobezna,
na prvom navyse lezi v rovine. Aky vztah plati medzi smerovym vektorom priamky a
normalovym vektorom roviny?

Z: Na druhom obrdzku, kde je priamka rovnobeind s rovinou to vyzerd tak, akoby mali byt
tieto vektory navzdajom kolme.

U: Vyborne. Normalovy vektor roviny je kolmy na rovinu. Znamena to, Ze je kolmy aj na
kazdu priamku patriacu rovine a na kazdu priamku, ktora je s rovinou rovnobezna.

N«

: Ak je kolmy na priamku, tak je kolmy aj na smerovy vektor tejto priamky.

U: Cize, ak je priamka s rovinou rovnobezné, smerovy vektor priamky a normalovy vektor
roviny si na seba kolmé.

N«

: Jasné. Tym by sme mali vybavené prve dva pripady. Viedy plati:

u .l n.

U: Podla ¢oho urc¢ime, ¢ st dva vektory na seba kolmé?
Z: Myslim, Ze to suviselo so

U: Spravne. Skalarny sucin dvoch navzajom kolmych vektorov je rovny nule. Preto, ak je
priamka rovnobezna s rovinou, plati:

u-n=0.

: Ako to bude na tretom obrazku?

C N

: V pripade r6znobeznosti smerovy vektor priamky nie je kolmy na normélovy vektor roviny.
Plati:
uftn <u-n#0.

: To bolo jednoduché. Ako odligime prvé dva pripady? Ci priamka leZi v rovine alebo je s 1iou
rovnobeznd?

N«

U: Vsimnime si na obrazku bod P patriaci priamke p.

N«

: Aha! Ak priamka leZi v rovine, tak aj bod P patri rovine p.

U: Presne tak. Overime, ¢i bod P patri rovine p. Ak patri, tak priamka lezi v rovine. A ak
nepatri, tak je priamka s rovinou rovnobezna.

U: Zhrnieme si to. Mame priamku p dantt bodom P a smerovym vektorom « a rovinu o dant
vSeobecnou rovnicou, to znamend, Ze pozname jej normalovy vektor 7. Ak je smerovy
vektor priamky p kolmy na normélovy vektor roviny o, priamka je s rovinou rovnobezna.

Z: V pripade, Ze bod P patriaci priamke p patri aj rovine o, priamka lezi v rovine. Inak
priamka v rovine nelezi.
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U: Ak smerovy vektor priamky p nie je kolmy na normalovy vektor roviny p, priamka je
s rovinou roznobezna.

Vzajomna poloha priamky a roviny
p(P; 1), o(n)
e U-1=0=plo

—Peo=pCop
~Pd¢o=>pgo

e U-#0=plo

U: Na zaver eSte jedna poznamka. Zistif vzajomni polohu priamky a roviny mézeme aj inou
metddou, bez pouZitia vektorov. Tato metdda je zalozend na hladani prieniku priamky a
roviny.

Z: Myslite spolocnych bodov?

U: Presne tak. Stradnice spolo¢nych bodov priamky a roviny musia vyhovovat tak para-

metrickym rovniciam priamky ako aj vSeobecnej rovnici roviny. Preto vyhovuju ststave
styroch rovnic zlozenej z parametrickych rovnic priamky a vSeobecnej rovnice roviny:

T = aj + tug

Y = ag + tug

z = ag + tug
ar+by +cz+d=0.

N(

Ako taku sistavu budeme riesit?

c

: Velmi jednoducho. Stradnice x,y, z vyjadrené parametrickymi rovnicami priamky dosa-
dime do vSeobecnej rovnice roviny. Ziskame tak jednu rovnicu s neznamou .

t - to je ten parameter?

c N

- Ano. Kolko rieSeni moze maf takato rovnica?

Myslim, Ze prdve jedno, nekonecne vela alebo Ziadne.

c N

: Nic¢ ti to nepripomina?

N<

No dno. .. priamka moze mat s rovinou spolocny jeden bod, nekonecne vela alebo Ziaden.

: Presne tak. Podla poc¢tu rieSeni rovnice, vieme uréit vzajomna polohu. Vyhodou je aj to,
ze ak je priamka s rovinou roznobezna, mame hned aj uréené suradnice ich priesecnika.
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Priklad 1: Urcte vzdjomni polohu
priamkyp:x=1+2t,y=-3—1t, 2=2+4t;t R
aroviny 0:x+2y+3z—1=0.

U: Vzajomnu polohu priamky a roviny méZzeme urcéit dvoma sposobmi. Bud sa ststredime na
vektory, ktoré urcuju priamku a rovinu, alebo urc¢ime prienik priamky a roviny.

Z: Vektory sa mi velmi nepdcia, skusil by som ten prienik.

U: Dobre. Potrebujeme uréit prienik priamky a roviny. Znamené to, néjst body, ktorych
suradnice vyhovuju p ako aj
0.

Z: Rozumiem. Treba vyriesit sustavu rovnic. Vetky rovnice ddme dohromady.

U: Ano. Vytvorime stistavu $tyroch rovnic zloZenej z parametrickych rovnic priamky a vse-
obecnej rovnice roviny. Tu je

x=1+2t
y=-3—1t
z =2+ 4t

z+2y+32—1=0.
Z: Ako ju vyriesit?
U: Celkom jednoducho. Len sa na to poriadne pozri. Priam sa nam ntka dosadit vyjadrenia
pre x,y, z z parametrickych rovnic priamky do rovnice roviny.

N«

: Mate pravdu. Dosadzujem

(1+2t)+2(-3—-t)+3(2+4t)—1=0.
U: Ziskali sme jednu rovnicu s jednou neznamou ¢.

Z: To vyzerd jednoducho. Vyriesim ju. Upravim najprv lavi stranu, rozndsobim zdtvorky
1+20-6-2t+6+12t—-1=0,

sc¢itam co sa da
12t = 0.
Z toho je jasné, Ze
t=0.
U: Vyborne. Rovnica mé prave jedno riesenie ¢ = 0. Co to znamena pre vzajomnt polohu
priamky a roviny?
Z: Riesenie je len jedno, aj prienik priamky a roviny bude len jeden. Su réznobezné.
U: Spravne. Ak by rovnica nemala rieSenie, priamka by bola s rovinou rovnobezna. A ak by
rovnica mala nekonecne vela rieSeni, priamka by lezala v rovine.
Z: Priamka p je s rovinou o réznobezna. Dal by sa niekde vycitat aj ich priesecnik?
U: Samozrejme. Suradnice priesecnika uz vlastne mas. Staci dosadit vypocitani hodnotu
parametra t = 0 do parametrickych rovnic priamky p.
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Z: To mi mohlo napadnit. Hned to wrobim. Dosadzujem t = 0 do parametrickijch rovnic
priamky p:
r=1+2-0=1

— —3-0=-3
2=2+44-0=2.

Priese¢nik priamky p a roviny o md suradnice P[1;—3;2].

U: Urcenie vzajomnej polohy pomocou prieniku bolo jednoduché a hravo si to zvladol. Napriek
tomu si ukazeme este druhy spdsob. Stustredime sa teraz na vektory.

Z: No dobre. Z parametrickych rovnic priamky p viem precitat jej . Je to vektor
so suradnicami i = (2;—1;4). Zo vSeobecnej rovnice roviny o viem precitat suradnice jej
. Je to vektor i = (1;2;3).
: Vyborne. Vzajomna poloha priamky a roviny zavisi od toho, ¢i tieto dva vektory buda na
seba kolmé.

c

Z: Ak budi kolmé, tak je priamka s rovinou rovnobeznd.
U: Ano. Dva vektory st na seba kolmé, ak ich je rovny nule.
Z: Uf! To by som si mal pamdtat, ako sa pocita skaldrny sicin! To nebolo tazké. Skaldrny

sucin dvoch vektorov vypocitam tak, Ze vynasobim ich prvée suradnice, k tomu pripocitam
sucin ich druhych suradnic a nakoniec este sucin ich tretich suradnic, teda

S

U= U1V + U2V + U3ZV3.

U: Spravne.

Z: Skaldarny sucin vektorov i = (2;—1;4) a1 = (1;2;3) je:
u-n=2-14+(-1)-24+4-3=2-2+12=12.

U: Skalarny sucin nie je rovny nule. Priamka je s rovinou roznobezZna.

Z: Bolo to krdtke. Neziskali sme vsak suradnice priesecnika priamky a roviny.

U: To mas tplnu pravdu.

Uloha 1: Urcte vzajomnd polohu priamky p: v =4—t,y=8—-3t, 2 =3+42t;t € R a roviny
0:2x —Ty+2z—5=0.

Vysledok: p || o
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Priklad 2: Uréte vzajomni polohu priamky AB a roviny o, ak plati: A[l; —4; —1], B[7; —4;1],
0:x+2y—32+4=0.

U: Mame uréit vzajomni polohu priamky a roviny. Trochu ta vysktsam. Aka moze byt vza-
jomné poloha priamky a roviny?

Z: Priamka moZe byt s rovinou rovnobeind alebo roznobeind.

U: V pripade rovnobeznosti moze priamka v rovine lezat. Ako analyticky ur¢ime vzajomnu
polohu priamky a roviny?

Z: Potrebovali by sme analytické vyjadrenia, c¢iZe rovnice priamky aj roviny. Rovnicu roviny
mdme dani. Rovnicu priamky budeme musiet vytvorit.

U: Napisat parametrické vyjadrenie priamky urcenej dvoma bodmi je, samozrejme, jednodu-
ché vec. Napriek tomu to nebudeme potrebovat.

Z: Nie? Asi budeme pracovat len s vektormi.

U: Presne tak. Na urcenie vzajomnej polohy priamky a roviny potrebujeme
priamky a roviny.

Z: Normdlovy vektor roviny moZem rovno precitat zo vseobecnej rovnice roviny. Siu to ¢isla
pri z,y, z. Normalovy vektor roviny o md suradnice 11 = (1;2; —3).

U: Spravne.

U: Ani so smerovym vektorom priamky by nemal byt problém. Médme predsa dané sturadnice
dvoch réznych bodoch priamky, A[l; —4; —1|, B[7; —4;1].

Z: Jasné. Smerovym vektorom priamky je vektor « = B — A a md suradnice

U=B—-A=(7T-1;-4—(—4);1—(-1)) = (6;0;2).
U: Vyborne. Vzajomna poloha priamky a roviny zavisi od toho, ¢i tieto dva vektory st na
seba kolmé.

Z: Ak su kolmé, tak je priamka s rovinou rovnobezind. A ak nie, tak je priamka s rovinou
roznobeznd.

U: Ano. Pripomeniem, Ze dva vektory st na seba kolmé, ak ich je rovny nule.

Z: Uf! To by som si mal pamitat, ako sa pocita skaldrny sucin! To nebolo tazké. Skaldrny
sucin dvoch vektorov vypocitam tak, Ze vyndsobim ich prvé suradnice, k tomu pripocitam
sucin ich druhych suradnic a nakoniec este sucin ich tretich suradnic, teda

U-U= U1V + UV + U3V3.
U: Spravne.
Z: Skaldrny sucin vektorov i = (6;0;2) a 1 = (1;2; —3) je:

w-n=6-140-24+2-(=3)=64+0—-6=0.

Skaldrny sucin je rovny nule. Priamka je s rovinou rovnobeznd.

U: V poriadku. Ostéava ndm urcit, ¢i priamka lezi v rovine alebo nelezi.
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. Tak predsa budeme potrebovat rovnicu priamky!

C N

: Ani nie. Vieme uZ, Ze priamka je s rovinou rovnobezna. Kolko mézu mat spoloénych bodov?

N«

: Ak priamka lezi v rovine, tak vsetky, teda nekonecéne vela. Ak priamka v rovine nelezi, tak
nemaju Ziaden spolocny bod.

c

: Ak o jednom bode priamky, napr. bode A, zistime, Ze patri rovine, ¢o to bude znamenat?

: Ak maju jeden spolocny bod, mozu byt roznobeiné . ..

C N

: Pockaj! Zabudol si, Ze musia byt rovnobezné.

N«

: Jdj! No potom neostdva nic¢ iné, ibaZe musia mat spolocné aj vsetky ostatné body!

c

: Presne tak. Ak teda vyskusam, ¢i bod A patri rovine, zistim, ¢i priamka lezi v rovine alebo
nie.

Z: Pochopil som. Zistim, ¢i suradnice bodu A[l; —4; —1| vyhovuji rovnici roviny
r+2y—324+4=0.
Dosadim sturadnice a zistim, ¢i plati rovnost:

1+2-(—4)—-3-(-1)+4=0
1-8+3+4=0
0=0.

Rovnost plati.

—>
U: Vyborne. Bod A patri rovine o. Znamena to, ze priamka AB leZi v rovine p.

&

Uloha 1: Uréte vzdjomni polohu priamky p : © = 2t, y = 4+1t, 2 = —1: t € R a roviny
o:x—2y—324+5=0.

Vysledok: p C o
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Priklad 3: Urcte vzdjomni polohu priamky
prx=-3+t,y=5—-2t,z=1t,t€R
arovinyoa: x=1—r+3s,y=7+2r—s, z=-3—-r+s;rnseR

Z: Pozeram, Ze rovina je dand . Viem uréit vzdjomi polohu len
pomocou jej

c

: Nemal by pre teba byt problém napisat vSeobecnti rovnicu roviny, ak pozna$ jej paramet-
rické vyjadrenie.

: Sndd to zvlddnem.

C N

: Tvojou tlohou bude odstranit z rovnic parametre.

Z: Dobre. Mdm parametrické rovnice
r=1—r+3s
y=7+2r—s

z2=-3—-r+s, rnsekR

Najprv st z jednej rovnice vyjadrim parameter r a dosadim ho do zvysnych dvoch rovnic.

U: S tym sthlasim.

N«

: Vybral som si prvi rovnicu
r=1-—7r+43s.

Vyjadrim si z nej parameter r:
r=1+43s —x.
U: Vyborne. Toto vyjadrenie dosadime do zvysnych rovnic.

Z: Dostavame uZ len dve rovnice s jednym parametrom s:

y=7+21+3s—x)—s
z=-3—-(14+3s—2)+s.
U: Navrhujem rovnice este trochu upravit.

Z: Dobre. Upravim pravé strany. Odstranim zdtvorky a scitam, ¢o sa dd. Dostaneme tieto

rovnice:
y=9—2x+5s

z2=—4+z—2s.
U: Parameter s odstranime pouzitim sc¢itacej metody.

Z: Rozumiem. Prvi rovnicu vynasobim dvoma a druhi piatimi. Potom ich sc¢itam. Dostanem
TOUNICU
2y 4+ 5z =18 — 20 — 4x 4+ 5x.

Upravim ju a mdme rovinu vyjadrent vseobecnou rovnicou

r—2y—95z—2=0.
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y=9—2rx+5s /-2
z=—-44x—-2s /-5
2y +52 =18 — 20 — 4x + bz

a: v—2y—5z2—2=0

: Vyborne. Vzajomnu polohu priamky a roviny uré¢ime pomocou ich prieniku.

Potrebujeme teda urcit prienik priamky a roviny.

: Znamenad to, najst body, ktorych stradnice vyhovuju

p ako aj vSeobecnej rovnici roviny a.

: Rozumiem. Treba vyriesit sustavu rovnic. Vetky rovnice dame dohromady.

: Ano. Vytvorime ststavu Styroch rovnic zloZent z parametrickych rovnic priamky a vie-

obecnej rovnice roviny. Tu je

rT=-3+1
y=>5—2t
z=1t

r—2y — 52 —2=0.

. Ako ju vyriesit?

: Celkom jednoducho. Len sa na to poriadne pozri. Priam sa nam ntka dosadit vyjadrenia

pre x,y, z z parametrickych rovnic priamky do rovnice roviny.

: Mate pravdu. Dosadzujem

(—3+1) —2(5—2t) — 5t —2 = 0.

: Ziskali sme jednu rovnicu s jednou neznadmou t.

. To vyzerd jednoducho. Vyriesim ju. Upravim najprv lavd stranu, rozndsobim zdtvork
)

—34+t—10+4t—5t—2 =0,

séitam ¢o sa da
—15=0.

t vypadlo. Kedze —15 # 0, rovnica nemd riesenie.

: Rovnica nem4 riesenie. Co to znamen pre vzajomni polohu priamky a roviny?

. Riesenie nie je. Preto prienikom priamky a roviny je prdazdna mnoZina. Siu rovnobezné.

: Vyborne. Priamka p je rovnobezZna s rovinou o, pricom priamka v rovine

nelezi.
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Uloha 1: Urcte vzdjomni polohu priamky p: x =4 +5t, y=3—5t, z=1+2t; t € R
arovinya: x =2—r+3s,y=3r—4s, z=7+2r; r,s € R.

Vysledok: p || oAp Z 0
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Priklad 4: Urcte hodnotu parametra b tak, aby priamka p: v =6 —t, y=1+4bt, z =2 — 2t,

c

cC N

t € R bola s rovinou o : x + 2y — z — 10 = 0 roznobezna.

: Ulohy s parametrami nemdm velmi rdd.

: Ni¢ sa neboj. Spolahni sa vzdy na to, ¢o vies. Priamka mé byt s rovinou . Aky

vztah musi platif medzi smerovym vektorom priamky a norméalovym vektorom roviny?

: Ak je priamka s rovinou rovnobeznd, tak tieto vektory si ma seba kolmé. Je to preto, Ze

normalovy vektor roviny je kolmy na rovinu aj na vsetky priamky s touto rovinou rovno-
bezné. Z toho vyplyva, Ze ak je priamka s rovinou roznobeznd, tak smerovy vektor priamky
nesmie byt kolmy na normdlovy vektor roviny.

: Vyborné tvaha. A spravna. Podme na to. Aké stradnice maja jednotlivé vektory?

A p precitam jej . Je to vektor so suradnicami

U= (—1;b;-2).

To b sa mi tam velmi nepdci. Zo 0 precitam suradnice
. Je to vektor
n=(1;2;-1).

: Vyborne. Potrebujeme urcit parameter b tak, aby tieto dva vektory neboli na seba kolmé.

Bude to nejako suvisiet so

: Spravne! Dva vektory st na seba kolmé, ak ich skalarny stcin je rovny nule.

N(

N« C

Teda, ak skalarny siucin dvoch vektorov nie je nula, vektory nie si na seba kolmée. Skalarny
sucin dvoch vektorov vypocitam tak, Ze vyndasobim ich prvé suradnice, k tomu pripocitam
sucin ich druhgch suradnic a nakoniec este sucin ich tretich suradnic, teda

—

U - U= uyvy + UV + Uzv3.

: Sthlasim.
: Skaldarny sucin vektorov i = (—1;b;—2) a i = (1;2; —1) je:

w-n==1-14b-24(=2)-(-1)=—-1+2b+2=1+2b.

: Skalarny st¢in nesmie byt rovny nule. M4 platit:

w-n #0.
Cize
1+2b#0.
. Z toho dostdvame )
b#£ ——.
7 2

: Priamka p je s rovinou p roéznobezna, ak hodnota parametra b —%. To znamena, Ze

be R—{-1}.
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Uloha 1: Urcte hodnoty parametrov a,b tak, aby priamka
prr=a—t,y=1+0, 2=2—-2t,t € R leZala v rovine p: x +2y — 2z — 10 = 0.

Vysledok: b = —1 A a = 10
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Priklad 5: Urcte suradnice bodu B', ktory je obrazom bodu B[2;—3;6] v osovej sumernosti

cC N c

C N

podla osi 0: x =2 —t,y=3+1t, z=2t;t € R.

pozndm z geometrie. Netusil som, Ze sa s nou stretnem aj tu, pri vekto-
roch.

: Analytickd geometria je predsa tiez geometria. Len riesi geometrické tlohy rovnicami,

namiesto pravitkom.

: Narysovat by to bolo jednoduché. Mdm bod B a os. Zostojil by som kolmicu na os prechd-

dzajicu bodom B. A v rovnakej vzdialenosti od osi vznikne bod B', samozrejme na druhej

strane. Nacrtol som aj obrdzok.
)

4 - :p
B Si B’
i

: Tvoj popis sice nebol matematicky presny, ale spolu s obrazkom si to vysvetlil pekne. Tto

situdciu budeme riesit analyticky.

. Asi mam nic¢ in€ ani neostdva. Mame 0st 0 a suradnice bodu B.
: Ano. Budeme kopirovat postup, ktory by si pouzil pri rysovani. Co si urobil ako prvé?

. Zostrojgil som kolmicu na os prechddzajicu cez bod B.

: Oznacme ju napr. p. My ju nezostrojime, ale ur¢ime ju prostrednictvom rovnice. Potrebu-

jeme rovnicu priamky p.

: Aha. Toku situdciu som uz niekde videl. Priamky o a p su na seba kolmé. To znamend, Ze

priamky o, ktory pozndme, bude priamky p.

: To je vSetko pekné. M4 to vsak jeden hacik. Priamka v priestore nema vSeobecni rovnicu

a teda ani normalovy vektor.

: Och! Zabudol som, Ze sme v priestore. Tak. ..smerovy vektor priamky p vyrobime. Ma byt

kolmy na smerovy vektor priamky o. To nebude problém.

: Ale bude. Je to stéle ten isty problém. V priestore existuje na dany vektor nekonecne vela

kolmych vektorov. A nie s

: Uz si spominam. Kvoli tomu sa nedal normdlovy vektor priamky jednoznacne definovat, a

teda neezistuje. Co ale budeme teraz robit?

: Ak potrebujeme zostrojit z daného bodu kolmicu na priamku, v stereometrii sa c¢asto

pouziva zostrojenie nie kolmej priamky ale kolmej roviny. Skratka, bodom B prelozime
rovinu ¢ kolmu na os o. Sleduj dalsi obrazok.
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Potrebujeme teraz rovnicu roviny o. Tu uz budeme moct uplatnit to, ¢o si si v§imol o sme-
rovom a normalovom vektore.

N«

: Rovina o je kolmd na os o. Preto smerovy vektor priamky o sa méze rovnat normdlovému
vektoru roviny o. Jeho suradnice precitam z parametrickych rovnic priamky o. Su to cisla
stojace pri parametri t. Plati:

U, =n, = (—1;1;2).

U: Dobre. Mame normalovy vektor roviny p. Jej vSseobecna rovnica vyzera takto:

—x+y+22+d=0.

Z: Musime este dopocitat d.
U: Potrebujeme poznat stradnice aspori jedného bodu, ktory rovine o patri.
Z: Mdme predsa bod B! Jeho siradnice B[2; —3;6] dosadim do vseobecnej rovnice a dopocitam

d:
—2-3+42-6+d=0

d=—T7.
Vseobecnd rovnica roviny o je
—r+y+22—-7=0.
U: Vyborne. Mame rovinu kolmi na os 0. Ako by sme pokracovali rysovanim?

Z: Preniesli by sme bod B na ,druhi stranu® v rovnakej vzdialenosti.

U: Je mi jasné, ¢o chce$ povedat tou ,druhou stranou“. Na urcenie rovnakej vzdialenosti od
osi o potrebujeme ale bod S. Je to priesecnik roviny o a osi 0. Uré¢me jeho stradnice.

Z: Mdm urcit priesecnik priamky o

r=2-—1
y=3+t
z =2t

a Toviny
o:—x+y+22—-7=0.

U: Ano. Treba vyriesit ststavu tychto rovnic.
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N«

N(

: Vyjadrenia pre z,y, z z parametrickych rovnic priamky dosadime do rovnice roviny.
: Dosadzujem

—2-t)+B+t)+2-2t—7=0.
: Ziskali sme jednu rovnicu s jednou neznamou t.

: T4 hravo vyriesim. Upravim najprv lavi stranu

24t +3+t4+4t—T7=0,

scitam ¢o sa da
6t —6=0.

Z toho je jasnée, Ze
t=1.

: Vyborne. Ako ziskame stradnice bodu S7

: Staci dosatit vypoclitani hodnotu t = 1 do parametrickych rovnic priamky o:

r=2—-1=1
y=3+1=4
z2=2-1=2.

Priesecnik priamky o a roviny o je bod S[1;4;2].

: Ostala nam posledné tloha. Uréit stradnice bodu B’. Stadi si v8imnut, Ze bod S je

BB’

: VyuZijeme asi to, Ze suradnice stredu tusecky su aritmetickym priemerom suradnic jej kraj-

nych bodow.

: Spravne. Som rad, Ze si si na to spomenul.

Urobim to spamdti. Suradnice bodu B si [2;—3;6] a suradnice bodu S si [1;4;2]. Bod B’
bude druhy krajny bod usecky so stredom v bode S. Pozriem sa na prvé suranice. Prvd
suradnica bodu B je 2 a prvd suradnica bodu S je 1. Od ¢isla 2 je k cislu 1 jeden dielik.
Preto priddm jeden dielik na druhi stranu od c¢isla 1 a mdm ¢islo 0. Prvd suradnica bodu
B’ bude 0. Podobne dopocitam ostatné suradnice. Bod B’ md suradnice

B'[0;11; —2].

: Vyborne.

Uloha 1: Urcte siradnice bodu C', ktory je obrazom bodu C'[1;0;2] v rovinovej sumernosti

podla roviny 0: © — 2y — z + 13 = 0.

Vysledok: C'[—3;8; 6]
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Priklad 6: Dand je kocka ABCDEFGH s dizkou hrany 4 cm. Urcte analyticky vzdjomnai

polohu priamky ﬁ a roviny BRU, pricom bod R je stred hrany AE a bod U stred hrany
DH.

Z: Uf! To je normdlna tuloha zo stereometrie. Nikde Ziadne suradnice, vektory ani rovnice.

U: Préave o to ide. Uloha sa dé riesif klasicky ale aj analytickou metédou. Analyticky sa
neriesia len ulohy, kde uz mame dané rovnice roviny a priamky. Prave naopak. Musime
dokézat aj klasickti geometrickt tlohu preniest do sveta analytickej geometrie.

: Znamend to, Ze rovnice priamky a Toviny si budeme musiet urcéit sami.

yA
U: Samozrejme. Na to vSak potrebujeme poznat stradnice jednotlivych bodov.
Z: Ziadne nemdme.

U

: Tak si zavedieme . Podla moznosti tak, aby sa nam pocitalo, ¢o naj-
jednoduchsie.

Z: Mdm kocku a ti si umiestnim v sustave siradnic. Samozrejme v trojrozmernej, ¢ize v pries-
tore. Asi bude najjednoduchsie umiestnit vrchol D do zaciatku sistavy suradnic. Teda
DI0;0;0].

U: Ano. To si zvolil Sikovne. Dodam este, Ze spodné podstava kocky bude lezaf v stradnicovej
rovine xy. Hrana AD lezi na osi « a hrana C'D na osi y.

Z: Aha, a hrana DH na osi 2.

U: Vsetko je zakreslené aj na obrazku.

Z
G
E
Ul F
D Cy
T FA B

U: Kocka m4 hranu 4 cm. Zoberme ako jeden dielik 1ecm. Napr. bod F' bude mat sturadnice

F[4;4;4].
Z: Dobre. Tak ja urcim siradnice ostatnijch vrcholov kocky.

U: Pozor. Aby si sa zbytoc¢ne neunavoval, urci stiradnice len tych vrcholov, ktoré potrebujeme.
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— —
: Mame urcit vzajomni polohu priamky FG a roviny BRU. Potrebujem suradnice piatich
bodov: F\G,B, R,U. Bod I' ste mi uz urcili. Z obrdzka je jasné, Ze bod G md suradnice

G[0; 4; 4].

Podobne bod B
Bl[4;4;0].

N«

: Ostéavaju este body R, U. To nie st vrcholy kocky.

: Mohol by som urcit suradnice ostatnych vrcholov kocky a siuradnice bodov R,U pomocou
suradnic stredu usecky.

: Ano, to by bol spravny postup. Ale, ked sa pozries na obrazok, uvidi§ to aj bez pocitania.

: No jasné! Bod R je ,nad“ bodom A vo vyske 2 dieliky. Md suradnice
RI[4;0;2].
Podobne bod U je ,nad” bodom D vo vyske 2 dieliky. Md preto siradnice

U10;0;2].
: Vyborne. Tym sme tilohu zmenili na analyticki. Mo6zeme sa pustit do uréovania vzéjomnej
< <
polohy priamky F'G a roviny BRU.
: Mali by sme ast vytvorit rovnicu priamky F'G a potom rovnicu roviny BRU.
: Nebude to potrebné. Pri urceni vzajomnej polohy priamky a roviny si vystacime len s vek-

— —
tormi. Potrebujeme FG a BRU.

: So smerovym vektorom priamky by memal byt problém. Mdme predsa siuradnice dvoch
roznych bodoch priamky, F[4;4;4] a G|0;4;4]. Smerovym vektorom priamky je vektor
i =G — F amd suradnice

U=G—F=(0-4;4—4;4—4) = (—4;0;0).
: Vyborne. Teraz rovina. Normalovy vektor hned neur¢ime. Porebujeme najprv dva smerové
vektory roviny.

: Je to rovina m Smerové vektory budi v = R—B aw = U—B. Vypocitam ich suradnice.
Bod B[4;4;0] a bod R[4;0;2]. Suradnice vektora v vypocitam ako rozdiel suradnic bodov
R a B. Preto:

U=R—B=(4-4;0—4;2—-0) = (0; —4; 2).

Nasleduje druhy vektor @ = U — B. Bod U|0;0;2] a bod B[4;4;0]. Suradnice vektora w si:
wW=U—-B=(0-4;0—4;2-0) = (—4; —4;2).
: Pomocou smerovych vektorov uré¢ime vektor normalovy.

: Normdlovy vektor je kolmy na rovinu. . .
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uU:
Z:

...a teda aj na vsetky vektory v nej leziace.

Dobre. Normadalovy vektor je kolmy na smerove vektory. Ako ziskam vektor kolmy na iné
dva vektory?

: Spomen si na

: Jasné! Vektorovy sucin dvoch vektorov je vektor na ne kolmy. Vypocitam vektorovy sucin

smerovych vektorov ¥ a W a mdm normdlovy vektor 1.

: Na vypocet suradnic vektorového stc¢inu mame pomocku. Zapiseme stradnice vektorov

pekne pod seba. . .

. ...priddme este raz prvi a druhi suradnicu. Ano, pozndm to.

0-4 2 04
-4 -4 2 -4 -4

A pocéitam. Prvd siradnica: —4-2—2-(—4) = -8+ 8 =0.

Druhd siradnica: 2-(—4) —0-2=-8—-0= —8.

A nakoniec tretia suradnica: 0-(—4) — (—4) - (—4) =0— 16 = —16.
Normdlovy vektor 1 = U x @ md suradnice 1 = (0; —8; —16).

: Vyborne. Vzajomna poloha priamky a roviny zavisi od toho, ¢i smerovy vektor priamky a

norméalovy vektor roviny st na seba kolmé.

: Ak st kolmé, tak je priamka s rovinou rovnobeznd. A ak mie, tak je priamka s rovinou

roznobeznd.

: Ano. Pripomeniem, ze dva vektory st na seba kolmé, ak ich je rovny nule.

Uf! To by som si mal pamdtat ako sa pocita skaldrny sucin! To nebolo tazké. Skaldrny
sucin dvoch vektorov vypocitam tak, Ze vyndasobim ich prvé suradnice, k tomu pripocitam
sucin ich druhgych suradnic a nakoniec este sucin ich tretich suradnic, teda

—

U - U= uyvy + UV + Uzv3.

: Spravne.

: Skaldrny sucin vektorov @ = (—4;0;0) a 7 = (0; —8; —16) je:

i-fi=—4-040-(—8)+0-(—16) =0+0+0=0.

<~ <~
: Skalarny stcin je rovny nule. Priamka FG je s rovinou BRU rovnobezZna.

Pri beznej tillohe by sme potrebovali vyriesit, ¢i priamka v rovine lezi alebo neleZi.

To je teraz jasné. Pozriem na obrdzok a vidim, Ze mapr. bod F rozhodne nemdZe patrit
<
rovine BRU. Priamka nemdoZe lezat v rovine.

: S tym sthlasim.

Uloha 1: Dand je kocka ABCDEFGH s dlzkou hrany 4 c¢m. Uréte analyticky vzdjomni

polohu priamky 1@ a roviny KLM , pricom bod K je stred hrany AE, bod L stred hrany
AB a bod M € FG tak, Ze plati |MF| = 3|GM|.

Vysledok: st rovnobezné




