VoAg03-T | | List 1

Parametrické vyjadrenie priamky
RNDr.Viera Vodickova

U: Pracu s vektormi uz ovladame. UkéZeme si, ako moZzeme priradit priamke rovnicu. Za¢neme
s geometriou. Kolkymi bodmi je uréend priamka?

Z: Priamka je urcend dvoma roznymi bodmi.

c

: Spravne. Oznac¢me si ich napriklad A a B. Tieto dva body urcuju vektor, ktory oznac¢ime
u. Vektor © = B — A. Nazyvame ho smerovym vektorom priamky. Smerovy vektor
priamky je nenulovy vektor, ktory mozeme na danti priamku umiestnit.

. Ale takych vektorov je velmi vela. MozZem si zvolit lubovolné dva body priamky.

cC N

: Ano, to je pravda. Priamka m4 nekonecne vela smerovych vektorov.

N«

: Ked sa nad tym zamyslim, vsetky sa daji na priamku umiestnit. Preto si zhruba rovnaké,
len maji roznu velkost, alebo si opacne orientované.

c

: Tvoja tivaha je spravna. VSetky smerové vektory sa daji umiestnif na dant priamku. Sa
linearne zavislé.

Z: To znamend, Ze kaZdy z nich je ndsobkom ndsho vektora .

U: Ak si na priamke zvolime Iubovolny bod X, mozeme povedaf, Ze vektor X — A bude
nasobkom smerového vektora . Oznac¢me si tento nasobok ¢, pricom ¢t € R. Potom mo6zeme
pisat:

X—-A=t-u.

: Tomu rozumiem.

C N

: Dant rovnicu trochu upravime. D4 sa povedat, Zze bod A pripocitame k obom stranam.
Dostavame:
X=A+1t-4u.

Z: Mozem to Gitat takto? Bod X ziskam tak, Ze k bodu A pripocitam t-ndsobok vektora .

U: Ano, vystihol si podstatu. Mézeme pristtpif k formulovaniu definicie.
Rovnicu X = A+ tu, kdet € R a u # 0, nazjvame parametrické vyjadrenie
priamky.
Niekedy hovorime aj o parametrickej rovnici priamky:.

Z: Celkom to ddva zmysel. Bodov na priamke je nekonecne vela. Aj redlnych c¢isel je nekonecéne
vela. K lubovolnému redlnemu éislu t ndjdem zodpovedajici bod na priamke.

U: Ano, a navyse to plati aj obratene. K Tubovolnému bodu priamky najdeme prisltichajiice
realne ¢islo t. Realne ¢islo t nazyvame tiez parameter. Odtial pochddza nazov vyjadrenia
priamky. Situdciu si mozeme priblizit na obrazku.
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U: Na obrazku mame priamku p a na nej dva body A a B a smerovy vektor © = B — A.
Napriklad pre ¢t = 2 dostavame bod C, pri¢om zrejme plati, ze |AC| = 2|AB|. Pre t = —3
dostavame bod D. Aky bod zodpoveda parametru t = 17

Z: Pret = 1...posuniem vektor u raz...vychddza bod C. Ale tomu zodpovedd t = 2. Nieco
som urobil zle.

U: Vektor @ posunieme raz ale od bodu A, nie od bodu B!

Z: Jasné. Tak to bude bod B. Ano, parametrut = 1 zodpovedd bod B. Bodu A bude zodpovedat
t =0, ak sa nemylim.

U: Velmi spravne. Vidim, Ze si to uz pochopil. Posledn4 skuiska. Aky bod zodpoveda parametru
t=17
2

Z: To uZ je pre mria lahké. Bude to bod S - stred usecky AB.

U: Dobre. Uvedomme si, ¢o sme to vlastne dostali. Priamke sme priradili rovnicu. Znamena
to, Ze namiesto s priamkou budeme teraz narabat s rovnicou.

N«

: To je to prevratné, co vymyslela analytickd geometria?

U: Presne tak. S bodmi a vektormi pracujeme prostrednictvom ich siradnic. Parametricka
rovnica priamky sa da prepisat do siradnic. Nech bod A mé stradnice A[a;; as| a smerovy
vektor @ ma stradnice @ = (uy;uz). Stradnice bodu X ozna¢ime ako X|x;y].

N«

: Podla tychto siradnic sidim, Ze pojde o priamku v rovine.
U: Ano. Parametricka rovnica priamky X = A + ti, kde t € R je potom ekvivalentna s rov-
nicami:

T =a; + tuy

Yy = as + tus, t € R.
Takuto sustavu rovnic nazyvame parametrické vyjadrenie priamky v suradni-
ctach.

Z: Je to pochopitelné. Prvy riadok - prvd rovnica - to si prvé suradnice a druhy riadok druhé
suradnice bodu X .

U: Vsimol si si, ze mame priamku v rovine. Co mysli§, mozeme takto vyjadrif aj priamku
v priestore?
Z: Myslim, Ze vsetky nase uvahy, ktoré sme tu robili, platia aj v rovine aj v priestore.

U: To je pravda. Preto priamka v priestore ma také isté parametrické vyjadrenie dané rovnicou
X = A+ tu, kde t € R. Parametrické vyjadrenie priamky v stradniciach bude akurat
obsahovat vyjadrenie tretej stradnice.

Z: No jasné, bude dlhsie o jeden riadok. Skisim ho zapisat sdim. Nech bod A md siuradnice
Alaq; ag; as] a smerovy vektor i ma suradnice i = (uq; ug;uz). Suradnice bodu X oznacime
ako X|[xz;y; z]. Parametrické rovnice priamky v priestore budi takéto:

T = a; + tuy
Y = a9 + tus
z = az + tus, t e R.
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U: Vyborne. Zhrnieme si to. Na parametrické vyjadrenie priamky potrebujem bod a smerovy
vektor priamky. (Pripadne dva rozne body.)

Z: Na zaciatku sme vSak hovorili o tom, Ze priamka md nekonecne vela smerovijch vektorov.
Aj bodov na priamke je nekonecne vela.

U: Dobre si to pamitas. Z tychto dovodov parametrické vyjadrenie priamky nie je jednoznac¢né.
Priamka mé nekone¢ne vela parametrickych vyjadreni.

N«

: Moze sa stat, Ze sused bude mat uplne iné parametrické vyjadrenie priamky ako ja, a aj
tak to budeme mat obaja sprdvne. Alebo nesprdvne. To sa bude taZko opisovat. ..

: Ale aj mne opravovat.

c | cC

: Parametricky sa velmi jednoducho dajt vyjadrit aj casti priamok.

: Mysli sa tym napriklad isecka, polpriamka a podobne?

C N

: Spravne. Vratime sa k obrazku priamky, na ktorej st dané dva body A a B a smerovy
vektor © = B — A.

; ot
A u B

U: Uz sme hovorili, Ze kazdému bodu na priamke prisliicha prave jedno realne ¢islo t. Pozrime

sa na polpriamku AB. Aké hodnoty parametra ¢ prislichaji bodom tejto polpriamky?

Z: Myslim, Ze viem, o ¢o vam ide. VSimol som si uZ predtym, Ze ak t je kladné, dostaneme
bod napravo od bodu A, a akt je zdporné, tak nalavo.

U: Pre nas obrazok to plati. Zavisi to vSak od orientacie smerového vektora B — A, staci, ze
bod B bude nalavo od bodu A ... Okrem toho hovorif napravo a nalavo nie je spolahlivé,
¢o ak bude priamka nakreslena zvisle? Mas vSak pravdu v tom, ze bodom polpriamky AB
prislichaja kladné hodnoty parametra ¢ a samozrejme aj t = 0 - to je bod A.

Rovnicu X = A+ tu, kde t € (0;00) a U # 0, nazyvame parametrické vyjadrenie
polpriamky A—é .

: Podobne to bude aj s useckou?

C N

: Ano. Bodu A zodpoveda parameter t = 0 a pre bod B je t = 1.

A bodom medzi nimi parameter t z intervalu (0;1).

cC N

: Spravne. Rovnicu X = A + ¢, kde t € (0;1) a @ # 0, nazyvame parametrické vyjad-
renie usecky AB.

U: Zhrnutie si mozes pozriet v tabulke.

Parametrické vyjadrenie

priamkyITB: X=A+41tu, kdete R, u=B— A
usecky AB : X =A+tu, kdete (0;1), u=B—-A
popriamkyﬁ: X =A+tu, kdet e (0;00), =B —A

U: Na zaver ti ponikam jeden obrazok. Mas na nom znazornenu zelenou farbou tsecku AB,

— —
¢ervenou farbou polpriamku AB a modrou farbou opa¢nu polpriamku k polpriamke AB.
Ku kazdej mas znézornené, z akej mnoziny je potrebné zobrat hodnoty parametra .
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t € (—o0;0)

oo A

t € (0;400)
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Priklad 1: Napiste parametrické vyjadrenie priamky p danej bodom A[l;1] a smerovym vek-
torom u = (—2;3).

N(

? To je také vyjadrenie, v ktorom vystupuje parameter, oznacovali
sme ho, tusim, t.
U: Zopakujeme si, ze parametrickym vyjadrenim priamky nazyvame rovnicu X = A+ tu, kde
teRau#0.

. Ano, samozrejme. Rovnica vyjadruje, Ze kaZdi bod priamky ziskame tak, Ze k bodu A
pripocitame t-nasobok smerového vektora priamky.

N«

U: Aj tak sa to da povedat. Na parametrické vyjadrenie priamky potrebujeme jeden bod
priamky a smerovy vektor priamky.

Z: Vsetko predsa mame zadané. Tdto uloha sa zdd byt lahkou.

U: Potrebujeme este parametrické vyjadrenie priamky v stradniciach. Vyzera takto:

T = a1+ tuy
y=as+tus, teR.

Z: Teraz mi staci len dosadit suradnice bodu A a suradnice smerového vektora i. Parametrické

rovnice priamky budi
r=1—-2t

y =1+ 3t.
U: Mas to spravne?
Z: Skontroloval som si to. Najprv su suradnice bodu A a pri parametri t stoja suradnice

vektora .
U: Zabudol si ale na parameter t. Aké hodnoty mdze nadobudat?

Z: Aha! t moze byt lubovolné redlne cislo. Predpokladal som, Ze je to jasné. Potom to netreba
pisat.

U: Préave naopak. Nesmie$ zabudnut napisat, do akej mnozZiny patri parameter ¢. Parameter

moze byt aj z nejakého intervalu a potom sa jedna o ur¢itta ¢ast priamky.

Z: Tak to opravim. Parametrické vyjadrenie priamky p bude takéto:

r=1-2t
y=1+3t, tek

Uloha 1: Napiste parametrické vyjadrenie priamky p danej bodom K[—3;5;2] a smerovgm
vektorom v = (6; —3;0).
Vysledok:
r=—34 6t
y=>5—23t
z=2, teR
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Priklad 2: Napiste parametrické vyjadrenie priamky p = 1@, ak A[5;—2;1] a B[9;2;3].

U: Pustime sa do toho. Co navrhujes?

Z: Mdm napisat . Potrebujem k tomu jeden bod priamky a
. S bodom nebudi problémy, mdm hned dva. Ale smerovy vektor?

U: Co je to podla teba smerovy vektor?

Z: Smerovy vektor je vektor, ktory sa dda umiestnit na dani priamku.

U: No vidis! Mame na priamke dané dva rozne body A a B. Vies o nejakom vektore, ktory je
na priamke umiestneny?

Z: Jasné. Bude to vektor vyrobeny z tychto dvoch bodov. Napriklad vektor B — A. Smerovym
vektorom bude vektor © = B — A.

U: Uréme jeho sturadnice.

Z: Vektor i je vektor B — A, preto jeho suradnice budi rozdielom prislusnych siuradnic bodov
B a A. CiZe vektor @ md siradnice: i = (4;4;2).

U: Vyborne. MdZeme uz teraz zapisat parametrické vyjadrenie priamky p?

Z: Ano, uz mdme vsetko. Parametrickd rovnica priamky md tvar: X = A+ ti, kdet € R a
i # 0. Staci len dosadit.

U: Vytvorime tak tri rovnice. Prva sa bude tykaf prvych stradnic, druh& druhych a tretia

tretich.

Z: Ano, vsimol som si, Ze body maji tri siradnice, ¢o znamend, Ze sme v priestore. Do-
sadim hodnoty, vyberiem si bod Al5; —2;1] a smerovy vektor 4 = (4;4;2). Parametrické
vyjadrenie priamky p bude vyzerat takto:

T =544t

= -2+ 4¢,
=142, teR.

N <

U: V poriadku. Vidim, Ze si nezabudol ani uviest, do akej mnoziny patri parameter.

Z: Mdm jednu otdzku. Co keby som si vybral namiesto bodu A bod B. Bolo by aj také vyjadrenie
sprdvne?

U: Samozrejme. Vieme, Ze priamka ma nekonecne vela parametrickych vyjadreni. Schvalne,
sktisme také vyjadrenie zapisat. Aby sa nam to neplietlo, ozna¢me tentokrat parameter
ako s.

N«

: Dobre. Opdt len dosadim:
r=9+4s

y =2+ 4s,
z =34 2s, s € R.

Ale naozaj je to tiez dobré?
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U: Mo6zeme si to overit na nejakom priklade. Samozrejme, Ze to nebude dokaz, ale na pocho-
penie to sta¢i. Kazdému bodu priamky vieme priradif parameter tak, aby jeho stradnice
vyhovovali parametrickej rovnici. Zoberme si taky bod A. Akd hodnota parametra mu
odpoveda v ¢ervenom vyjadreni?

Z: Bodu A v cervenom vyjadreni odpovedd hodnota t = 0, to je predsa jasné. A, vy myslite,
Ze teraz sa pozrieme na to, aky parameter mu odpovedd v modrom vyjadreni?

U: Presne tak. Staci sa pozriet na prva rovnicu: x = 9 + 4s. Prva stradnica bodu A je 5. Ak
dosadim za s = —1, dostanem x = 5.

Z: Ano, sihlasi to aj pre ostatné suradnice. Bodu A v modrom vyjadreni odpovedd hodnota
parametra s = —1.

U: No vidis. Bod A vyhovuje obom parametrickym vyjadreniam, ale v kazdom mu odpoveda

ind hodnota parametra.

Z: Uz tomu rozumiem.

U: Na zaver sa eSte pozrieme na smerovy vektor 4 = (4;4; 2). Vieme, Ze priamka ma nekone¢ne
vela smerovych vektorov.

Z: Ano, hocijaky jeho ndsobok bude tiez smerovym vektorom danej priamky.

U: Iste si si vSimol, ze vSetky stradnice vektora u st nasobkom dvojky. Preto aj vektor,
ozna¢im ho ' = (2;2;1) bude smerovym vektorom priamky p.

Z: To suhlast, lebo plati v = %ﬁ

U: Priamka p moze mat parametrické vyjadrenie aj takéto X = A+tv, kde t € R, ¢o znamena:

r=>5+2t
y=—2+2t,
z=14+t, teR.

Z: V poriadku, takiyjch vyjadreni by sme mohli vymysliet vela. ..

U: Chcel som tym len povedat, Ze sa stale snazime pracovat s ¢o najmensimi a ,najkrajsimi“
¢islami. Preto ak sa d&, vyberieme smerovy vektor, ktory bude mat ¢o ,najmensie“, ale
pri tom este stale ,pekné® stradnice.

Z: Myslite to tak, Ze s cislami 4, 4 a 2 - co su suradnice vektora u, sa pracuje horsie ako
s ¢islami 2, 2 a 1 - ¢o su suradnice vektora v?

U: Mozno sa to teraz nezd4, ale asi by si si nevybral smerovy vektor, napriklad
@ = (4v/23;41/23;2/23), hoci aj ten je spravny.

Z: No to asi nie, uZ rozumiem, c¢o ste chceli povedat. Budem sa snaZit na to nezabudnit.

Uloha 1: Napiste parametrické vyjadrenie priamky p = MN, ak M[5;2] a N[9;4].
Vysledok:

r=05+4t

y=2+4+2t telkR
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Priklad 3: Je dand priamka p: t =5+ 4t, y=—-2—1t, 2 =5t; t € R.
(a) Uréte siradnice aspon jedného smerového vektora priamky p.
(b) Uréte suradnice aspori dvoch réznych bodov leZiacich na priamke p.

U: Najprv si zopakujeme, ¢o vieme o

Z: Pokial sa dobre pamdtdm, parametrické vyjadrenie priamky je dané rovnicou: X = A+t
kde t € R.
U: Pamiitas sa dobre. Vedel by si aj vysvetlit jednotlivé prvky v tejto rovnici?

Z: No ...A je bod priamky, u je jej , t je parameter a X je X.

U: X je Iubovolny bod priamky. Inak si to povedal spravne. Pre tiplnost mdzeme este dodat,
ze smerovy vektor u # 0.

Z: Pozriem sa teraz na zadanie ulohy. Priamka je dand parametricky, ale nie jednou rovnicou,
ale hned troma. Vystupuju tam suradnice x, vy, z, je to priamka v priestore.

U: Ak pracujeme so stradnicami v priestore, tak parametricka rovnica priamky je ekvivalentna

S rovnicami:
T = ay + tu

Y = ag + tus
z=uag+tus, teR.

Z: Aha, vidime, Ze suradnice smerového vektora stoja v rovniciach hned pri parametri, vyznacil
som ich cervenou farbou:
r=>5+4t
y=—2—1t

z=>5 teR.

Z: Staci mi len precitat: suradnice smerového vektora priamky si: i = (4; —1;5).

U: Vyborne. Stradnice jedného bodu priamky by tiez nemali byt problém.

N«

. Veru nie. Ak porovnam parametrické vyjadrenia, vidim, Ze suradnice bodu A, ktory patri
priamke, stoja hned na zaciatku. Vyznacim si ich modrou farbou:

r=>5+4t
y=—-2-—1
z=>5 teR.

Z: Problém mu robi len tretia rovnica, suradnica z. Nemame tam Ziadne cislo.

U: Ak tam ni¢ nie je, tak je tam samozrejme nula. Tretiu rovnicu moZeme zapisat aj takto:
z =0+ t.

: Potom stradnice bodu A, ktory patri priamke si: A[5; —2;0].
Potrebujeme este jeden bod priamky. To uz asi nepdjde tak lahko.

N«
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U: Stradnice dalsieho bodu priamky sa nebudt dat tak pekne precitat, ako sturadnice bodu
A a smerového vektora u. Napriek tomu praca s parametrickym vyjadrenim nie je vobec
narocna. Spomenme si, ze kazdej hodnote parametra odpoveda jeden bod priamky.

. Ano! Staci si zvolit nejaki hodnotu pre t a dostanem dalsi bod.

C N

: Presne tak. Ozna¢me tento bod napriklad ako B. Parameter si zvol, aky chces.

N«

. Napriklad t = 2. Dosadim tuto hodnotu do parametrickych rovnic a dostanem suradnice

bodu B:
r=5+4-2=5+8=13

y=-2-2=—4
z=15-2=10.
Bod B ma suradnice B[13;—4;10].

U: Je asi zrejmé, ze takymto sposobom mozeme ziskat stradnice fubovolného po¢tu bodov na
priamke.

Uloha 1: Je dand priamka p: x =1+4t, y=—t, z=3 —t; t € R.
(a) Urcte suradnice aspot jedného smerového vektora priamky p.

(b) Urcte suradnice aspori dvoch réznych bodov leZiacich na priamke p.

Vysledok: @ = (4; —1; —1), napr. A[1;0;3], B[5; —1;2]
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Priklad 4: Rozhodnite, ¢i body M|[5;3] a N|[—2F;0] leZia na priamke p uréenej bodom A[—5;7]

N«

a smerovym vektorom U = (3;2).

: Potrebujeme pracovat s priamku. Navrhujem zacat s P.

: Dobre. Parametricka rovnica priamky vyzerd takto: X = A+ tu, kde t € R. Jej vyjadrenie

v suradniciach bude potom takéto:

r=-5+4+3t
y=7+2t, teR

: Mame rozhodnit, ¢i body M a N lezia na priamke p. Pripomeniem, Ze kazdému bodu

priamky p zodpoveda jedinnd hodnota parametra ¢.

: Znamend to, Ze budeme hladat aké t odpovedd bodu M ? A potom to isté pre bod N.

: Ano, ale je mozné, ze takt hodnotu nendjdeme. Potom dany bod na priamke nelezi.

Zacnime s bodom M. Predpokladajme, Ze lezi na priamke p. Potom mozeme dosadit jeho
sturadnice do parametrického vyjadrenia a hladaf prislichajicu hodnotu parametra .

: Dobre. Dosadim suradnice bodu M, namiesto x pisem 5, co je prva suradnica bodu M a

namiesto y pisem 3. Dostdvam:

5=—5+3t
3=7+2t, teR.

: Zostavili sme stustavu dvoch linearnych rovnic s jednou neznamou ¢. Ako ju navrhujes
riesit?
: To je jednoduche. Z kazZdej rovnice si vypocitam nezndmu t. Z prvej rovnice po pripocitani

5 k obom strandam dostdvame:

10 = 3t.
Z coho
L 10
=3
Podobne pracujem s druhou rovnicou:
—4 =2t
t=—-2.

: Z oboch rovnic sme dostali rézne hodnoty pre parameter ¢t. Ak by bod M lezal na priamke

p, musela by obom rovniciam vyhovovat té ista hodnota parametra t.

: To znamend, Ze bod Mnepatri priamke p.

: Postup pri bode N bude taky isty.
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Z: Dosadim teraz suradnice bodu N. Namiesto x pisem —32—1, ¢o je prvd suradnica bodu N a
namiesto y pisem 0. Dostavam:
31

=543t
5 5+3

0=7+2t, teR.

Opdt vypocitam t z oboch rovnic a porovndm. Prui rovnicu vyndsobim najprv 2, aby som

odstrdanil zlomky:
—31 = —10 + 6t.

Pripocitam 10 a vydelim 6. Dostdvam:

21
t=—".
6
Z druhej rovnice mdam hned:
7
t=——.
2

Opit rozne vysledky, ani bod N nelezi na priamke p.

U: Pockaj! Z prvej rovnice si dostal ¢t = —%. To nie je zlomok v zédkladnom tvare.

N[~

Z: Naozaj! Upravim ho na zdkladny tvar, vydelim Citatela aj menovatela 3. Dostdvam t = —Z.
To je td ista hodnota! Bod N lezi na priamke p.

Uloha 1: Rozhodnite, ¢i body A[—2;3] a B[2; —3] leZia na priamke p urcenej bodom P[1; —3]
a smerovym vektorom @ = (1; —2).

Vysledok: A ano, B nie
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Priklad 5: Urcte redlne cislo my tak, aby bod M[mq; 6| leZal na priamke

c

C N

N<

NeC

prr=143t,y=-14+7t;t € R.

. Mame dantu priamku . Stradnice su len dve, budeme pracovat
v TOVINE.

: Trochu ta vyskusam. Aké stradnice m4 ?

: To som sa uZ naucil. Musim pozerat na ¢isla, ktoré stoja pri parametri t. Smerovy vektor

md suradnice (3;7).

: Vyborne.

Méame urcit redlne ¢islo my tak, aby bod M[my; 6] lezal na priamke p.

Viem, Ze kazdému bodu priamky je priradend nejakd hodnota parametra t. Ak bod M ma
lezat na priamke p, tak aj on musi mat priradené nejaké t. Ako ho len najst?

: Ak bod M lezi na priamke p, jeho stradnice vyhovuji parametrickym rovniciam

priamky p.

Celkom nerozumiem, ¢o to znamend.

: V parametrickych rovniciach vystupuje z a y, to su suradnice fubovolného bodu priamky.

Aha! To znamend, Ze namiesto x napiSem prvi suradnicu bodu M a namiesto y druhi
suradnicu bodu M.

: Presne tak.

Dosadzujem:

6=—-1+T7t.

: Dostali sme tak ststavu dvoch rovnic s dvoma nezndmymi m; a t. Ako ju budeme riesit?

Vsimol som si, Ze v druhej rovnici sa vyskytuje iba nezndma t, nuZ ju odtial vyjadrim.
Pripocitam 1 a nasledne vydelim 7:
t=1.

: Vyborne. Ako vypocitame druhi neznamu?

: Dosadim t =1 do prvej rovnice:

Spocitam a dostdvam:
mq = 4.

: No a mame vysledok. Bod M ma stradnice M [4;6].

Uloha 1: Urcte redlne éislo my tak, aby bod M][3; ms] lezal na priamke p: v = 2—2t, y = 7—1;

teR.

Vysledok: 2
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Priklad 6: Zistite, ¢i dané sustavy rovnic si vyjadrenim tej istej priamky:

N«

N«

cC N c

N«

r=-—3+2t r=1-—0s
y=2—-1t teR y=3s, seR

nie je jednoznacné. Priamka moze mat nekonecne vela
parametrickych vyjadreni.

: Ano, spominam si. Suvisi to s tym, Ze priamka md vela smerovyjch vektorov a aj vela bodov.

: Presnejsie povedané, nekonecne vela.

Maéame pred sebou dve parametrické vyjadrenia, ¢o navrhujes urobit?

: Napadlo mi, ¢ by sme nemohli porovnat smerové vektory, ak by boli rozne, tak je jasné,

Ze ide o rozne priamky.

: Dobre, moézeme to skiusit. Nazvime si prvi priamku modrou:

r=—-3+2t
y=2-—1t, tekR
A druht priamku ¢ervenou:
r=1-—06s
y=3s, s€eR.

: Potom smerovy vektor modrej priamky oznacim ako i a md siuradnice i = (2; —1). Smerovy

vektor cervenej priamky oznacim ako U a md siuradnice U = (—6;3). Priamky nemaji ten
sty smerovy vektor.

: Pozor, to st undhlené zavery. Pred chvilou si hovoril o tom, Ze priamka méa ”vela” smerovych

vektorov.

: To je pravda.
: VSetky smerové vektory jednej priamky st

: Aha, pozriem sa, ¢i vektor v nie je nahodou ndsobkom vektora u. Prvd suradnica vektora

U je —3 mdsobkom prvej suradnice vektora 1.

A plati to aj u druhej!

: Plati:

¥=-3-i.

Smerové vektory priamok st linedrne zavislé. Smerovy vektor modrej priamky moze byt
smerovym vektorom Cervenej priamky a naopak.

: MoZe to byt td istd priamka. A ja som sa tesil, Ze sme uZ ulohu vyriesili.

: Smerové vektory sme uz prebrali, ¢o navrhujes teraz?
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Z: 7 rovnice priamok viem este vycitat suradnice bodov, ktoré na nich leZia. Napriklad na
modrej priamke lezi bod A so siuradnicami A[—3;2]. Dosadim jeho suradnice do rovnice
cervenej priamky a zistim, ¢i mu prislicha nejakd hodnota parametra s.

U: No, skusime to.

Z: Nehovorite to velmi nadsene, asi to nebude dobré. Ale aj tak to vyskisam. Dosadim sirad-
nice:

—-3=1-6s
2 = 3s.

Od oboch stran prvej rovnice odpocitam 1 a ndsledne vydelim (—6). Dostanem
2
§=-.
3

Z druhej rovnice, po predeleni 3, dostavam

2
5= .

3
Parametre z oboch rovnic su rovnaké. Bod A patri aj cervenej priamke.
U: Vyborne! Tym mame tlohu vyriesent.

Z: Nezdd sa mi. Mali by sme vyskusat dalsie body modrej priamky, ¢ patria cervenej priamke.
Ale tych bodov je nekonecne vela?!

U: Ale, ale... Ved to bol tvoj napad. Je potrebné ho len domysliet. Priamky maja rovnaké
smerové vektory, maju ten isty smer.

Z: Musia byt rovnobezné.

U: Ano. Navyse sme nasli jeden bod A, ktory patri obom priamkam. St rovnobezné a majt
jeden spolo¢ny bod.

Z: Jasné! To nemoZe byt inak, ibaZe majiu spolocné vietky body. Je to td istd priamka.

U: Spravne. Dané ststavy rovnic st analytickym vyjadrenim tej istej priamky.

U: Na zaver ti ukdzem esSte iny postup riesenia tejto tlohy. Predpokladajme, Ze ide o tu ista
priamku.
Z: Ale to sme predsa nemohli vediet.

U: Hovorim predpokladajme. Ak je nas predpoklad nespravny, pocas rieSenia sa to ukaze.
Ak je to ta ist4d priamka, stradnice vSetkych bodov modrej priamky musia vyhovovat
rovniciam cervenej priamky a naopak. Porovnajme ich :.

-3+ 2t =1—06s
2 —t=3s.
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y4

c N

c N

N«

Dostali sme opit sistavu. S dvoma rovnicami a s dvoma nezndmymi. Skusim ju vyriesit.
Najprv si obidve rovnice upravim tak, Ze na lavej strane budem mat nezndme t a s a na
pravej ¢islo. Bude to vyzerat takto:

2t + 6s =4
—t—35s=-—2.

Zjednodusime ich este. Prvi rovnicu vydelime 2 a druhi rovnicu vyndsobime (—1), obsa-

huje vela minusov.
t+ 3s =2

t+ 3s =2

Och! Dostali sme dve rovnaké rovnice.

: Neboj sa, je to v poriadku. Co to znamena pre rieSenie stistavy dvoch rovnic? Jednu rovnicu

mozeme vynechat. Su také isté, tak je zbytocnd. Ostala ndm jedna rovnica t + 3s = 2.
Kolko ma4 rieseni?

: Nekonecne vela.
: Ano, nase priamky maji nekonecne vela spolo¢nych bodov. St totozné.

: Bolo to asi kratsie riesenie ako to, co som navrhol ja.

: Tvoje riesenie bolo vSak pou¢né. Bolo na nnom pekne vidno, ¢o porovnavame.

: Aj tak, ako by to dopadlo, ak by to neboli tie isté priamky?

U: Ststava dvoch linedrnych rovnic moze mat nula, jedno alebo nekonecne vela rieseni. Neko-

necne vela rieSeni sme uz prebrali. Ak by mala jedno rieSenie, znamenalo by to, Ze priamky
maju spolo¢ny prave jeden bod.

: To by boli roznobezné. Ale ja by som to hned zistil, lebo by mali rozne smerové vektory.

: Ak by nemali ziaden spolo¢ny bod, boli by rovnobezné. To by mali rovnaké smerové

vektory. V kazdom pripade, by dané rovnice predstavovali ini1 priamku.

Uloha 1: Zistite, ¢i dané sustavy rovnic su vyjadrenim tej istej priamky:

y=2-5t teR y="7+75s, s€R

Vysledok: ano
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Priklad 7: Dané si body A[2;—3] a B[—1;—2|. Napiste
(a) parametrické vyjadrenie usecky AB,
(b) parametrické vyjadrenie polpriamky A—B),
. , . . . e
(¢) parametrické vyjadrenie polpriamky BA.
Z: Usecka, polpriamka - to si casti priamok. Ich parametrické vyjadrenie bude podobné ako
u priamky.
. Xl . <—> . . 7 ’
U: Navrhujem preto zacat s priamky AB. Nie je to sice v zadani,

ale myslim, Ze sa nam to bude hodit.

Z: Dobre. Potrebujem jej smerovy vektor, oznacim ho iU a bude to vektor B — A. Urcim jeho
stradnice. Stradnice vektora @ budi rozdielom prislusnych siradnic bodov B a A. Cize
vektor i = B — A md suradnice: i = (—3;1).

U: M4 priamka aj iny smerovy vektor?

Z: Samozrejme. Moze nim byt kazdy nenulovy ndsobok vektora . Napriklad to moZe byt vektor
U = (—6;2), lebo je dvojnasobkom vektora .

>

U: Vyborne, vidim, ze tomu rozumies. NapisSme teraz parametrické vyjadrenie priamky AB
v stradniciach.

Z: Preriesil som uZ niekolko takiychto tloh, napisem teda rovnice priamky rovno, bez vysvet-

>

lovania. Priamka AB md parametrické vyjadrenie:

r=2-—3t
y=-3+t, telk

U: Ano, je to spravne. Na parametrické vyjadrenie si pouzil bod A a vektor i@ = B — A.

U: Pokracujeme uz nasou tlohou. Ako sa bude odliSovat parametrické vyjadrenie tisecky AB?

Z: Rowvnice budu tie isté. Len parameter bude z inej mnoZiny. Konkrétne to bude uzavrety
interval (0;1). Usecka AB md parametrické vyjadrenie:

r=2-—3t
y=-3+t, te(0;1).

U: Dobre. Povedali sme, Ze smerovym vektorom priamky moze byt aj vektor ¢ = 2i. Ako by
vyzerala parametricka rovnica usecky, ak by sme pouzili tento vektor 7

Z: Myslim, Ze dplne rovnako, len pouZijem vektor v = (—6;2). Tu si rovnice:

r=2—06t
y=—-3+2t, te(0;1).
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uU:

Ne C© N C N (=

c

Tak to teda nie! Celkom si eSte neporozumel vyznamu parametra ¢ v rovnici priamky!
Pre tsecku plati, Ze parameter patri do intervalu (0;1) len vtedy, ak pouzity smerovy
vektor ma umiestnenie v krajnych bodoch tsecky. Ak mé iné umiestnenie, pripadne méa
int velkost, musi sa tomu prisposobif aj mnozina hodnot pre parameter. Nazornejsie to
bude na obrazku. Znazornime si priamku, na nej usecku AB, ¢ervenou vyznac¢ime vektor
i = B — A. Potom modrou vyznacime vektor v = 2u tak, aby mal zaciatok tiez v bode A.

(%
———
A u B

: Chceme ziskat body patriace usecke AB ...

. ...teda vsetky body medzi bodmi A a B.
: Ak pouzijem rovnicu X = A + tu, je jasné, ze bodu A odpoveda parameter ¢t = 0, bodu B

parameter t = 1 a ostatnym bodom tse¢ky AB parameter medzi nulou a jednotkou. Cize
t e (0;1).

: To je celkom pochopitelné.

: Pozrime sa teraz na vektor ¢. Prislusna parametricka rovnica je X = A + tv.
: Bodu A odpovedd opit parameter t = 0.

: Ano, ale parameter t = 1 odpoveda koncovému bodu vektora 7.

. A ten uZ nepatri isecke AB. UZ som pochopil, v ¢om je problém. Bodu B bude odpovedat

1

t= % Parameter zoberieme len od nuly po jednu polovicu: t € (0; 3).

: Teraz to uz je spravne.

cC N C

N«

. . H
: Pokracujeme s polpriamkou AB.
: Rovnica bude takd istd, len musime preskimat do akej mnoZiny bude patrit parameter.
: Skts si pomdct obrazkom, ktory uz mame.

—
: Neddm sa zldkat rijchlym zdverom, poriadne si to zdovodnim. Polpriamka AB zacina v bode

A a ide dalej smerom k bodu B. UZ vieme, Ze bodu A odpovedd t = 0.

: Predpokladdm, Ze sa chystas pouzit vektor .

: O, dno, samozrejme. Bodu B odpovedd t = 1. Hodnota parametra t = 2 odpovedd bodu,

ktory je za bodom B. Aj pre t = 3 dostdvam bod na polpriamke AB. Zda sa, Ze bodom na
polpriamke budi odpovedat kladné parametre.

: Spravne. Kladné hodnoty, ale aj s nulou, nezabtidaj na bod A.

: Polpriamka AB md parametricke vyjadrenie:

r=2-3t
y=-3+t, te(0;00).

: Ostala nam posledna tloha - polpriamka BA.
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: Nakreslim si radsej obrdzok, aby som to mohol vsetko lepSie preskimat.

—y
A U B

—_—
: Vidim, Ze si si znazornil vektor @ ¢ervenou farbou a polpriamku BA modrou.

: Vyuzijeme to, ¢o uz vieme. Bodu B odpoveddt = 1. Bodom usecky AB odpovedaji hodnoty

t € (0;1). Ostdvagi body, ktoré si v obrazku nalavo od bodu A.

: Spomen si, ze napravo od bodu A boli hodnoty ¢ kladné. To bola polpriamka AB.

: No dno. Nalavo budi zdporné. Je to aj preto, Ze vektor i musi zmenit orientdciu. Inak by

sme sa nedostali nalavo od bodu A.

: Tak si to zhriime. Mame zaporné hodnoty parametra t a este t € (0;1).

—
: Znamend to, Ze t € (—oo;1). Polpriamka BA md parametrické vyjadrenie:

r=2-3t
y=-3+t te(—o0;l).

Uloha 1: Dané si body A[—5; —6], B[11;2] a C[3;4]. Napiste

(a) parametrické vyjadrenie polpriamky AC.

(b) parametrické vyjadrenie taZnice na stranu a

Vysledok:

(a)

xr=-—5+38t
y=—6+10t, t€ (0;00)

(b)

r=—-5+12¢t
y=—-6+9t te(0;1)
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Priklad 8: Dané je parametrické vyjadrenie priamky p: x = —1—2t, y =5—4t, 2 = -3 +6t;
t € R. Urcte priesecnik priamky p so suradnicovou rovinou Ty.

N(

Tri suradnice - mame dani priamku v priestore. Dokonca viem aj aky mad
Je to vektor so suradnicami (—2; —4;6).

c

: Vyborne. To fa musim pochvalit. Podme k rieseniu tlohy.

Mdme ndjst priesecnik priamky so suradnicovou rovinou xy.

cC N

: Co je zaujimavé na bodoch, ktoré lezia v rovine xy?

V rovine xy lezia body, ktoré nemaju z-tovi suradnicu.

C N

: To je nezmysel! Kazdy bod v priestore ma tri saradnice!

N<

Chcel som povedat, Ze ich tretia suradnica je rovnd nule.

c

: To je uz nieco iné. Oznacme si priesecnik priamky p a roviny zy napriklad ako P. Bod P
bude mat potom stradnice P[py;p2;0].

pNay={P} = Plp:;p;0)

: Bod P patri priamke p. Znamené to, Ze jeho stradnice musia vyhovovat parametrickej
rovnici priamky p.

c

Aha! MoZem dosadit siradnice bodu P namiesto x, y a z v rovnici priamky.

C N

: Spravne. Tak to urobme.

N(

Dosadim siradnice bodu Plpy;ps;0] a dostdvam tri rovnice:

pp=—1-2¢t
po =0 —4t
0=—-3+6t.
U: Dostali sme ststavu troch rovnic s troma nezndmymi.

Z: Nezndme su t a suradnice py a ps. V tretej rovnici
0=—-3+6t.

vystupuje len nezndma t, tak si ju moZeme vyjadrit. Pripoc¢itam 3 k obom strandm rovnice

3 =06t
a nasledne vydelim Siestima:
1
t==.
2

U: Vyborne. Ziskat nezndme stradnice bodu P bude uZ jednoduché. Staci dosadit vypocitani
hodnotu t = % do prvych dvoch rovnic.
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Z: Zoberiem si prod rovnicu:

1

Dosadim t = 5

' 1
pm=-1-2- 3
Vypocitam:
pp=—-1—-1=-2
Podobne s druhou rovnicou:

1
p2:5—4t:5—4-§:5_2:3.

U: Priese¢nik priamky p a roviny zy, bod P, ma suradnice P[—2;3;0].

Uloha 1: Dané je parametrické vyjadrenie priamky p: © = —1 —2t, y =5 —4t, 2 = —3 + 6t;
t € R. Urcte priesecniky priamky p so suradnicovymi rovinami xz a yz.

Vysledok: p N zz = {A[-%;0; ]}, pnyz = {B[0; 7; —6]}




