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Objem a povrch rotaéného kuzela
RNDr. Marian Macko

Z: Preco md kuzel priviastok rotacny?

U: Vysvetluje podstatu vzniku tohto telesa. Rota¢ny kuzel vznikne rotaciou, ¢iZe otocenim,
pravouhlého trojuholnika okolo priamky, ktora obsahuje jednu odvesnu pravouhlého
trojuholnika.

|
|
H) 360°

. Trojuholnik zrejme otacame v priestore o 360 stupriov.

cC N

: Ano. Priamku, okolo ktorej otd¢ame, nazyvame osou kuZela.

: Mdam os kuZela chdpat ako os symetrie kuZela?

cC N

: Mas pravdu. Rotacny kuzel je osovo simerny podla svojej osi. sa prejavi aj
v kazdom rovinnom utvare, ktory vznikne prienikom rota¢ného kuZela s rovinou. Tento
prienik nazyvame osovy rez rotacného kuzZela. Rovina rezu vSak musi obsahovat os
kuzela.

N«

: Aha! Osovym rezom ndsho rotacného kuZela na obrazku je rovnoramenny trojuholnik ABV
so zdkladriou AB. Tdto secka predstavuje priemer podstavy rotaéného kuzela.

U: Jej polovicou je polomer podstavy. Inak povedané, polomerom podstavy je dlzka tej
odvesny pravouhlého trojuholnika, ktora je kolma na os otacania. To preto, lebo bod A sa
pri rotécii pohybuje po kruznici s polomerom rovnajicim sa dizke odvesny AS pravouhlého
trojuholnika.

Z: Usecka AS teda vytvori kruh s tym istym polomerom.
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c

: Tento kruh nazyvame podstavou rotacného kuZela.
: Podstava musi byt vZdy v rovine kolmej na os kuZela?

: Pri rotaénom kuzeli ano.

C | C N

: Prepona AV rotujiceho pravouhlého trojuholnika vytvori pri otac¢ani plochu, ktort nazy-
vame pldst rotacného kuzela.

N«

. Akym geometrickym ttvarom je pldst rotacného kuZela?

c

: Bod V leZi na osi rotacie, preto pri otac¢ani nemeni svoju polohu. Bod A tak, ako sme
uz povedali, sa pohybuje po kruznici s polomerom podstavy kuzela. V kazdom okamihu
rotéacie je vSak jeho vzdialenost od bodu V' konsStantna.

Z: Jasné. Tdto vzdialenost je vidy rovnd diZke prepony pravouhlého trojuholnika. Rotdciou
tisecky AV musi vzniknit kruh. Polomerom kruhu je dizka prepony.

U: Ides na to dobre. Nebude to vSak cely kruh, ale iba jeho éast. Plastom rotacného kuzela
po rozvinuti do roviny je kruhovy vysek.

_— T~

~ ~
d AN
/ N\

B

Z: AZ teraz som si uwvedomil, Ze pldst charakterizuji dva rozne polomery. Prepona urcuje
polomer vyseku a polomer podstavy kuZela suvisi s dlzkou kruZnicového oblika.

U: Pochopil si spravne. Pre jednoduchsie vyjadrovanie nazveme bod V' vrcholom rotacného
kuZela. Je prieseénikom osi kuZela a jeho plasta.
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Z: Jeho vzdialenost od roviny podstavy by mala byt vySka rotacného kuzela. Viskou kuZela
je usecka SV.

U: Poslednym pojmom k popisu rotacného kuzela je strana rotacného kuzela. Je tou
prepona AV pravouhlého trojuholnika, ktord pri otacani vytvori plast kuzela.

Z: Ale kuzel by mal mat nekonecne vela strdn, nie?

U: Mas pravdu. Kazda tisecka spajajtuca vrchol s ktorymkolvek bodom X na hranici podstavy
rotacného kuzela je jeho stranou.

V

B

U: Aby sme mohli vypocitat objem rota¢ného kuzela, potrebuje poznat polomer jeho podstavy
a vysku kuzela. Vzorec bude analogicky ako pre objem ihlana.

1
Z: Mysleli ste vzorec V = gspv, kde S, je obsah podstavy a v telesova vyska?

U: Ano. Ak totiz dve telesd maji rovnaki vysku a kazda rovina rovnobezna s ich podsta-
vami ich pretne v rovinnych geometrickych itvaroch s rovnakym obsahom, tak na zaklade
Cavalieritho principu takéto telesd maji rovnaky objem.

Z: Aha! To ako keby som zobral a rotacny kuzel s rovnakou telesovou
vyskou. Ak obsah stvorca, ktory je rezom thlana rovinou rovnobeznou s jeho podstavou bude
rovnaky ako obsah kruhu v pripade kuZela, tak ihlan a kuZel maji rovnaky objem.
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U: Samozrejme, ihlan vSak moze byt aj viac-boky. Dolezité je porovnavanie obsahov rezov.

Z: V pripade objemu rotacného kuZela to bude jednoduchsie. Podstavou je stdle kruh. Obsah
podstavy preto zdvisi iba na druhej mocnine jeho polomeru. Plati

9
Sp = mre.

U: Objem rota¢ného kuzela s polomerom podstavy r a vyskou v sa preto da vyjadrif v tvare

V = Zariu.

3

Z: Mohli by ste este vysvetlit, ako vypocitame povrch rotacného kuZela?

U: Povrch rotacného kuzela je dany su¢tom obsahu podstavy a obsahu plasta.

S =8,+S,.

Z: Obsah podstavy nie je problém. PouZijem vzorec S, = mr?, lebo podstavou je kruh s polo-
merom r. Zaujima md hlavne obsah pldsta.

o=2rr

U: Povedali sme, ze plastom kuZela je kruhovy vysek. Stredom kruhového vyseku je vrchol
V kuzela. Strana AV kuzela predstavuje polomer kruhového vyseku. Dizku tejto strany
oznadime symbolom s. Potrebujeme este zistif, aka je dizka kruznicového oblika, ktory
prislicha tomuto kruhovému vyseku.

Z: Kruznicovy obluk je vlastne obvodom podstavy. Ak md podstava polomer r, tak obvod
podstavy je 2rr. Teda aj kruznicovy oblik md diZku 27r.

U: Obsah kruhového v¥seku, ktorému prislticha kruznicovy oblik dizky 27r, ozna¢ime ako
nezndmu Sy. Obsah celého kruhu, z ktorého vysek vznikol, je 7s®. To preto, lebo strana
s je polomerom kruhu. Aky kruznicovy oblik prislicha celému kruhu?

Z: Je to celd kruznica s polomerom s, ktord ohranicuje kruh. DlZka kruznice je 21s. Ako to
pomoze k vyjadreniu obsahu kruhového vyseku?
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U: Medzi obsahom kruhového v¥seku a dlzkou kruznicového oblika, ktory kruhovému vyseku
prislicha je priama timernost.

Z: Cim vicst je obsah vyseku, tym dlhsi oblik vyseku prislicha?

U: Ano. Zaroveii to znamena, ze pomer obsahov dvoch réznych vysekov je rovnaky ako pomer
dlzok kruznicovych oblikov, ktoré im prislichaji.

Z: Aha! TakzZe porovname cely kruh a vysek.

U: Preto pre obsah Sy, plasta plati

Sy 27r
T2 27’
Vyjadri obsah plasta.
Z: Rovnicu vyndsobim vyrazom ms?
2mr 2
Spi = Irs mSse.
Vykratim vyraz 2ws a dostdvam
Spi = TTS.

U: Obsah plasta teda vypocitame podla vzorca S, = mrs, kde r je polomer podstavy kuzela
a s je strana kuzela.

Z: Je to ako obsah podstavy 7r?, ale jedno r je nahradené stranou s.

U: Povrch rotaéného kuzela teda vypocitame podla vzorca
S =7r? 4+ s,

kde r je polomer podstavy kuZela a s jeho strana.
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Priklad 1: Vypocitajte pomer objemov a povrchov rotacnych kuzelov, ktoré vznikli rotdciou
pravouhlého trojuholnika ABC' okolo odvesien a a b. DIZky odvesien pravouhlého trojuhol-

nika si a =5 cm, b =12 cm.

U: Uvazujme najskor rotacény kuzel, ktory vznikol rotaciou pravouhlého trojuholnika okolo

odvesny b.

|
Q) 360°

Z: Odvesna a je potom polomerom podstavy a odvesna b viskou kuZela. Plati

rr=a=>5cm; vy =b=12 cm.
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U: Vypocitat objem kuZela by nemal byt problém.

Z: PouZijem vzorec V = mr?v. Po dosadeni ¢iselnyjch hodnot dostdvam

Vi =nriv, =7 - 5% 12.

U: Vyjadrenie objemu ponechdme v tomto tvare. Podme vyjadrit povrch. Ten vypocitame
podla vzorca S = 7r? + 7rs. Nepozname vsak stranu s kuzela.

Z: Stranou s kuZela je viastne prepona AB pravouhlého trojuholnika. Vypocitam ju na zdklade
Pytagorovej vety, lebo dizky odvesien pozndm:

s =a>+ 0> =5%+122 =25+ 144 = 169.

Strana s md dizku 13 centimetrov.
U: Po dosadeni ¢iselnych hodnodt do vzorca pre povrch kuzela dostavame

Sl:71’7'%4-77/'15:7T'52+7T-5'13.

Dopocitaj hodnotu povrchu.

Z: Cislo pit umocnim a v druhom scéitanci vyndsobim ¢isla 5 a 13, teda

S1 = 257 + 657 = 907.

U: Analogické vypocty urobime aj pre druhy rotacny kuzel. Vznikne rotaciou toho istého
pravouhlého trojuholnika okolo odvesny a.

Z: Polomer podstavy md teraz dizku 12 centimetrov a vijska kuZela 5 centimetrov.

ro =b=12 cm; vy, =a =5 cm.
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U: Objem tohto kuzela bude

Vo = mrjvg = - 122 . 5,

Teraz uz mozeme vypocitat pomer objemov tychto dvoch rota¢nych kuzelov.

N«

: Pre pomer objemov plati
Vi mw-5%2-12 5

V, w-122.5 12
Vykratil som ciselny vyraz w-5 - 12.
;D
Pomer objemov rotacnych kuZelov je cislo T
U: Strana druhého rota¢ného kuzela ma tiez dizku s = 13 cm, lebo je to t4 istd prepona
v pravouhlom trojuholniku. Vypodéitaj povrch tohto kuzela.

Z: Do vzorca pre povrch kuZela dosadim ¢iselné hodnoty. Potom ¢isla umocnim a vyndsobim.
Pre povrch tak dostavam

Sy = 7ry + mros = - 122 + - 12 - 13 = 1447 + 1567 = 3007.

U: Pomer povrchov oboch kuzelov je

S 907 3

Sy 300m 107
Zlomok sme vykratili redlnym ¢islom 307.

Z: Pomer povrchov kuZelov, ktoré vznikni rotdciou pravouhlého trojuholnika okolo jeho odve-
sien je rovny realnemu cislu 0,3.
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Priklad 2: Vypocitajte objem rotacného kuzela, ktorého pldstom je kruhovy vysek s polomerom
3 cm a stredovym uhlom 120 stupnowv.

U: Aky je vzorec na vypocet objemu rota¢ného kuzela?

Z: Objem rotacného kuZela s polomerom r podstavy a vyskou v vypocitame podla vzorca

1
V = Zario.
3

Vysku kuZela nepozndm, ale polomer podstavy by mal byt rovny trom centimetrom.

A

U: Pozor! Tato dlzku mé polomer kruhového vyseku, ktory je plasfom rotac¢ného kuzela.
Polomerom vyseku je strana s kuzela. Ide o vzdialenost vrchola V' kuzela od Tubovolného
bodu na obvode podstavy. Strana kuZela ma teda dlzku s = 3 cm.

Z: Ako teda urcime polomer podstavy kuZela?

U: Dlzka kruznicového obliika, ktory ohrani¢uje kruhovy vysek je rovnaka ako obvod podstavy.
Obvod podstavy sa dé vyjadrit v tvare o = 277, kde r je polomer podstavy.

. Netusim viak, ako mdm vypocitat dizku kruznicového oblika.

y4

U: Vypodéitat dizku kruznice s polomerom s by pre teba nemal byt problém.

Z: Dlka kruznice sa dd vyjadrit v tvare 27s. Ale, ako to stvisi s polomerom podstavy?
U

: Stredovy uhol, ktory prislicha celej kruznici mé velkost 360 stuptiov. Aka ¢ast kruznice
prislicha stredovému uhlu 120 stupnov?

Z: Jasné! Je to jedna tretina. Teda obvod podstavy kuZela je rovny tretine dizky kruZnice
s polomerom s. Preto plati

1
— - 27s = 277,
3

U: No vidis! Pochopil si zakladnt pointu tlohy. Ak rovnicu teraz vykratime ¢islom 27, tak
dostaneme vyjadrenie pre polomer podstavy

Polomer podstavy ma velkost » = 1 c¢m, lebo s = 3 cm.
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N«

: Objem kuzel je

. S vyskou kuzela si uZ poradim sam. VyuZijem pravouhly trojuholnik ASV s pravym uhlom

pri vrchole S. V trojuholniku pozndm diZku prepony a jednej odvesny. Podla Pytagorovej

vety plati

?}2 = 82 — 7’2.

: Po odmocneni dostaneme

v=1Vs2—r2

Dosad ¢iselné hodnoty a dopocitaj velkost vysky.

: Viem, Ze s =3 cm a r =1 cm. Pre vysku plati

v=V332-12=/9—-1=+8.

. Ciasto¢ne odmocni!

: Aha! Cislo osem zapisem v tvare siucinu dvoch ¢&isel, z ktoryjch sa ¢islo styri dd odmocnit.

Dostavam

v=V8=1V4-2=2V2

: Teraz uz pozname tak polomer podstavy kuzela, ako aj jeho vysku. Moézeme vypodcitat

objem kuzela.

1
: Do vzorca V = §7T7‘2/U dosadim hodnoty r =1 cm a v = 2v/2 cm.

2/ 27 5

cm”.
3

1
V:§7T-12-2\/§:

™
centimetrov kubickych.
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Priklad 3: Objem rotacného kuZela je 97/3 dm® a strana kuZela zviera s rovinou podstavy
uhol 3 = 60°. Vypocitajte obsah pldsta rotacného kuzela.

1
U: Objem rota¢ného kuzela vypocitame podla vzorca V = gm'zw, kde r je polomer podstavy
a v vyska rotacného kuzela.
Z: Ale nepozndme ani polomer podstavy, ani vysku rotacného kuzela.

U: To je pravda. Pozname vSak uhol, ktory zviera strana kuzela s rovinou podstavy.

U: V pravouhlom trojuholniku ASV s pravym uhlom pri vrchole S st polomer r podstavy
a vyska v kuZela odvesnami trojuholnika.

Z: VyuzZijem goniometricki funkciu tangens. Je to pomer protilahlej odvesny k prilahlej.
Preto plat?
v
tgl = —.
r

U: Z tohto vzfahu si vyjadrime vysku v. Dostdvame
v = rtgf = rtg60° = V/3r,

lebo hodnota funkcie tangens pre 60 stupiiov je v/3. Dosad toto vyjadrenie za vysku v do
vzorca pre objem. Vypocitas tak polomer podstavy kuZela.

Z: Po dosadeni do vzorca pre objem dostavam

1 1 3
V = Zar?v = —mr? - \/3r V3 3

3 3 3

Za objem dosadim zadani ciselni hodnotu

97?\/5 = gwr?’.
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U: Rovnicu vydelime realnym ¢slom v/37. Dostéavame

1
9= —r3
3
Z: Po vyndsobeni ¢islom tri ziskame rovnost
27 = 3.

Polomer podstavy rotacného kuZela je rovny trom decimetrom, lebo r = v/27 = 3.

U: Mo6zeme vypocitat vysku rotaéného kuzela. Plati
v =3r=3V3.

Na v§pocet obsahu plasta rota¢ného kuzela este budeme potrebovat dlzku strany s kuzela.

Z: V pravouhlom trojuholniku ASV pouzijem Pytagorovu vetu. Plati

s% =r? + V2.

Dosadim ciselné hodnoty r =3 dm a v = 3v/3 dm.

U: Pre stranu s dostavame
s=1/32+(3v3)2 = V9 +27 = 6 dm.

Strana kuzela ma dizku 6 decimetrov. Vypocitat obsah plasta by pre teba nemal byt
problém.

Z: Obsah plasta vypocitam podla vzorca S, = mrs. Dosadim ¢iselné hodnoty a dostdvam

Splzw-3-6:187rdm2.

U: Obsah plasta rotacného kuzela je 187 decimetrov stvorcovych.
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Priklad 4: Vypocitajte objem a povrch telesa, ktoré vznikne rotdciou pravouhlého trojuholnika
okolo jeho prepony. Odvesny pravouhlého trojuholnika maji dizky 6 cm a 8 cm.

U: Ma&s predstavu, aké teleso vznikne?

Z: Nazval by som ho dvojkuZel.

U: M&S pravdu. Vzniknuté teleso pozostéava z dvoch neprekryvajicich sa rotaénych kuzelov.
Oba kuzele maju spolo¢ni podstavu.

Z: To znamend, Ze polomer podstavy je v oboch telesdch rovnaksy.

U: Vies uréit jeho velkost? Co v pravouhlom trojuholniku ABC urc¢uje polomer podstavy
kazdého z dvoch rota¢nych kuzelov, ktoré vznikna?

Z: Polomer podstavy je zdrover viskou na preponu. Pozndm viak iba diZky odvesien pravouh-
lého trojuholnika. Netusim ako vypocitam dizku vysky na preponu.

U: DIZku prepony vie§ vypocitat?
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y4

N«

To je jednoduché. Vyuzijem Pytagorovu vetu v tvare

|AB| = \/|AC|? + | BC.

Po dosadent ciselngch hodnot dostavam

|AB| = V62 + 82 = /36 + 64.

Prepona md dlzku 10 centimetrov, lebo odmocnina z isla sto je ¢islo desat. Ako vyuZijem
preponu na vypocet vysky?

: Vyjadrime obsah pravouhlého trojuholnika. Vieme, Ze je dany jednou polovicou zo stcinu

dlzky prepony a v¥sky na preponu. Vysku sme oznadili ako polomer 7 podstavy, preto pre
obsah trojuholnika plati
_|AB|-r

o 2

: Dobre, ale ved nepozndte ani obsah, ani polomer r.

: To je to umenie matematiky. Obsah pravouhlého trojuholnika vieme vyjadrif aj inym

sposobom. Ved odvesny, ktorych dizky pozname, si na seba kolmé. Jedna odvesna je
zaroven vyskou na druhti odvesnu.

: Jasné. Obsah pravouhlého trojuholnika sa da vyjadrit tak cez preponu, ako aj jednu odvesnu.

Preto plati

|AB|-r  |AC|-|BC|
2 2 '
DUZky vsetkijch useciek, aZ na polomer r pozndm.

: Dosad ¢iselné hodnoty a vypocitaj polomer r podstavy rotacného kuzela.

: Pre polomer r dostdvam

_|AC|-|BC| 6-8 48
~ |AB| 10 10

24
Posledny zlomok sa dd krdatit ¢islom dva. Polomer podstavy kuZela je 5 centimetra.

: Mozeme vypocitat objem vzniknutého telesa.
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uU:

: Nechcem vds strasit, ale asi ste zabudli, Ze nepozndme telesové viysky v, a vy Totacnich
) b

kuzelov.

: Budeme ich vobec potrebovat? Skus vyjadrit celkovy objem telesa a potom uvidis.

: Ddm na vase rady. Objem celého telesa bude suctom objemov oboch rotacnych kuZelov.

V oboch pripadoch je polomer podstavy rovnaky, preto plati

1 1
V=Vi+V= gw’?vl + §7T7‘2UQ.

. 1
Z oboch sc¢itancov vyberiem pred zdtvorku vyraz —mr®. V zdtvorke zostane sicet vy + vs.

Jasné! Ved sicet telesovyjch viysok rotacnijch kuzelov dd preponu AB trojuholnika.

1 1
V= §7r7"2(vl +vg) = §7TT2\AB\.

No vidis, ze si to zvladol. Staci, ak teraz dosadis ¢iselné hodnoty a vypocitas objem
vzniknutého telesa.

Z: Po dosadeni ¢iselngjch hodnét dostdvam

1 24\ 2 1 4
vete (B) om0y B

lebo ¢isla 10 a 25 sa daju krdtit piatima.
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N«

: Povrch telesa je

: Podme teraz vypocitat povrch telesa. Ako stvisi s povrchmi rota¢nych kuzelov, z ktorych

pozostava?

: Staci zobrat iba pldste rotacnych kuzelov. Ich podstavy, ktoré su totozné, si vo vnitri telesa.

Netvoria jeho hranicu.

: Preto plati

S = Sy, + Spiy-

Vzorec na vypocet obsahu plasta rotacného kuzela, by nemal byt problémom.

: Obsah pldsta rotacného kuZela vypocitam podla vzorca

Spi = TT'S.

24
Polomer podstavy poznam r = —. Stranou s je v jednom kuZeli strana BC' trojuholnika,

a v druhom kuzeli je to strana AC' trojuholnika ABC'. Po dosadeni ciselngch hodnaét do-

stdvam 24 24 336
S =r|BC|+ 7r]AC| = n -84+ 7 6= Tﬂ

367 .
centimetrov

centimetrov Stvorcovych a jeho objem

kubickych.
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Priklad 5: V akej vyske mdme rozrezat rotacny kuzel rovinou rovnobeZnou s podstavou tak,

aby vzniknuté ¢asti mali rovnaky objem? Polomer podstavy rotacného kuZela je r = 6 cm
a telesovd vyska v =15 cm.

Z: Ak mdme rozrezat rotacny kuZel na dve casti s rovnakym objemom, tak jedna cast bude
mat polovicény objem v porovnani s objemom zadaného rotacného kuZela.
U: Vies vypocitat objem zadaného rotaéného kuzela?
Z: PouZijem vzorec
1 .
V = —ariv,
3
kde r je polomer podstavy a v vijska kuZela. Ciselné hodnoty oboch veli¢in si dané. Po
dosadeni do vzorca pre objem dostdavam
1 2
V:§7r~6 15 =m-36-5 = 1807.
U: To znamen4, ze jedna ¢ast kuzela mé po odrezani objem 907 centimetrov kubickych. M4as
predstavu, ako odrezané telesa vyzeraju?
|
Z: Hornd cast telesa bude opit rotacnym kuZelom. Dolnd cast sa podobd na valec, ale md
Sikmyj pldst.
U: Dolné cast sa nazyva . Vzorec na vypocet jeho objemu pri rieseni

tlohy vSak nebudeme potrebovat. Vystacime s rota¢nym kuzelom.
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Z: Dobre. Vieme, Ze hornd cast rozrezaneho telesa je rotacny kuZel. Jeho objem je 90w centi-
metrov kubickych. Nepozndme viak polomer podstavy horného rotacného kuZela. Ako chcete
vypocitat jeho vysku?

U: Polomer podstavy a vyska horného rotac¢ného kuzela stuvisia s rozmermi zadaného rotac-
ného kuzela. Staci, ak sa pozrie$ na tychto telies.

Z: Netusim, ¢o z obrdzka mam vyuZit.

U: Trojuholniky SBV a S’B’V st podobné. St pravouhlé a maji spolo¢ny ostry uhol pri
vrchole V. Co plati o stranach v podobnych trojuholnikoch?

Z: Pomery zodpovedajucich si stran siu rovnakée. Tento pomer nazyvame koeficient podob-
nosti trojuholnikov.

U: Ak oznacime koeficient podobnosti symbolom k, tak pre zodpovedajice polomery podstav
kuzelov plati
r' = kr.

Vyjadri vztah medzi vyskami.

Z: Aj vysky podla oznacenia musia byt v tom istom vztahu. Preto plati

v = ko.
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U: To ale znamena, Ze z objemu horného rota¢ného kuZela vieme vypocitat koeficient podob-
nosti trojuholnikov. Je to zaroven koeficient podobnosti zadaného a odrezaného rotac¢ného
kuzela.

Z: Pre objem odrezaného rotacného kuZela plati

V' = %77(7")21/ = %77 - (kr)? - kv = ;)7? A

1
U: Vsimni si, Ze vyraz gm‘zu vyjadruje objem V pdévodného rota¢ného kuzela.
Z: Objemy su teda v pomere tretej mocniny koeficientu podobnosti

V/

k3.
v

U: Méas pravdu. To je dost dolezity poznatok pre pomer objemov dvoch podobnych telies.
Vies teraz vypocitat koeficient k7

v
Z: Viem, Ze plati V' = 5 Preto pre koeficient podobnosti plati

K =

DN | —

U: Koeficient podobnosti bude trefou odmocninou z ¢isla 0,5:

k= /0,5.

Z: Vyska odrezaného rotaéného kuZela sa potom da vyjadrit v tvare

v = /0,5 15.
U: V akej vyske od roviny podstavy sme dany rota¢ny kuzel rozrezali?
Z: Od vysky daného kuZela odrdtam vysku odrezaného kuZela a dostdvam

v—1v' =15- /0,5 15.

To sa dd este upravit tak, Ze c¢islo 15 vyberiem pred zdtvorku. KuZel bude rozrezany vo

vyske 15 - (1 — /0,5).
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Priklad 6: Rotacny kuZel md vysku v = 6 cm. Jeho plast md ciselne tolko cm?, kolko cm® md
jeho objem. Urcte velkost uhla pri vrchole osového rezu kuZela.

U: Co je osovym rezom rota¢ného kuzela?

Z: Osovyj rez rotacného kuzela dostaneme prienikom kuZela a roviny obsahujicej os kuZela.
Obsahuje teda vrchol kuZela a stred podstavy. Rezom kuZela je rovnoramenny trojuholnik
ABYV, kde stred S podstavy je stredom jeho zdkladne AB.

‘ 0

U: Nasou tilohou je vypoéitat velkost uhla AVB v tomto trojuholniku. Co potrebujes k vy-
poctu tohto uhla?

Z: VyuZil by som pravouhly trojuholnik ASV s pravym uhlom pri vrchole S. Pozndm v riom
jednu odvesnu, co je vyska v rotacného kuZela. Asi budem musiet vypocitat dizku druhej
odvesny, teda polomer r podstavy kuZela.

U: Ako?

Z: Podla zadania tilohy viem, Ze ¢iselné hodnoty obsahu pldsta rotacného kuZela a jeho objemu
su rovnake.

U: Vies vyjadrit objem rota¢ného kuzela?

Z: Nie je to Ziadny problém. Objem vypocitam podla vzorca

1
V = Zmri,
3

kde r je polomer podstavy kuZela a v jeho vyska.
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U: A ¢o vzorec pre obsah plasta?

Z: Ani to nie je problém. Vzorec je
Spi = TS,

kde s je strana rotacného kuZela, co je dizka usecky AV jeho osového rezu.

U: KedZe sa ¢iselné hodnoty obsahu plasta a objemu rotacného kuzela rovnaju, tak plati

rovnost
L 5
—Tr°v = mrs.
3
Z: Fiha! V rovnici je viac nezndmych.
U: Ktoré nezname mas na mysli?
Z: Aha! Vysku v pozndm. Ale nepozndm polomer r podstavy, ani stranu s kuZela.

: V tom méas pravdu. Pozri sa eSte raz na osovy rez rotacného kuzela. Neda sa strana s
kuzela vyjadrif pomocou polomeru podstavy a vysky kuzela?

v

A
A - g B

Z: V pravouhlom trojuholniku ASV zapisem Pytagorovu vetu a dostdvam
s =Vr2+2,
Po dosadeni c¢iselnej hodnoty 6 za vysku, bude strana s kuZela vyjadrend v tvare

s = vr?+ 36.

U: Podme teraz vsetky tieto vyjadrenia a zname ¢iselné hodnoty dosadit do nami vytvorene;j

rovnice
1 5
—Trey = 7rs.

3
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Z: Stranu s kuZela nahradim vijrazom, ktory som odvodil a za vijsku dosadim ¢iselnii hodnotu 6,

preto dostdvam

1
§7r7“2 -6 = mrvr2 + 36.

Vyrazy na oboch strandch rovnice obsahuju vyraz wr, preto ho vykratim. Ziskam takto

TOUNICU
2r = Vr? + 36.

U: No vidis. Uz si iba krocik od urcenia polomeru podstavy kuzela. Ziskal si rovnicu, v ktorej
je neznamou spominany polomer 7.

Z: Ale, ako ju mam vyriesit? Ved nezndma je aj nalavo, aj napravo. Tu dokonca pod odmoc-
ninou.
U: Spominand rovnica patri medzi . Odmocninu odstranis umocnenim vy-
razov na oboch stranach rovnice.
Z: Aha! Po umocneni dostavam
4r* =1 + 36.

Po odcitant druhej mocniny polomeru ziskam rovnicu

3r* = 36.
Preto platt

r? =12
Polomer nebude pekné cislo.

U: Ako vidim, odmocniny sa ti velmi nepacia. Polomer podstavy bude r = /12, ¢o po
Ciastotnom odmocneni da vysledok r» = 2v/3. Mozno vdaka tejto hodnote dostaneme
pekny vysledok pre hladany uhol.

v
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Z: V pravouhlom trojuholniku ASV vyuZijem funkciu

Po dosadeni ciselnych hodnot dostavam

tge =
g5 =

Mali ste pravdu. Uhol % = 30°.

U: Riesenim tlohy je teda uhol o velkosti 60 stupriov.

pre uhol % Plati
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Priklad 7: Rovnostranny kuZel md vysku v. Vyjadrite jeho objem a povrch.

Z: Co znamend, Ze kuZel je rovnostranny?

uU: je rovnostranny trojuholnik ABV. Osovy rez ziskame
prienikom kuzela a roviny obsahujicej os SV kuzela.

Z: Pochopil som sprdvne, e priemer podstavy je rovnaky ako strana s kuZela?

c

: To, Ze s = 2r je pre riesenie tlohy velmi délezity poznatok. Co poznis v rovnostranom
trojuholniku ABV'?

: Dand je vyska kuZela. Pozndm teda vysku v rovnostranného trojuholnika, ¢o je usecka SV .

C N

: Budes potrebovat aj iné veli¢iny na vyjadrenie objemu a povrchu kuzela?

N«

: No, objem musim vyjadrit nielen pomocou vysky, ale aj polomeru podstavy kuZela. Ten
budem potrebovat aj pre vyjadrenie povrchu. Dokonca aj stranu s kuZela, lebo vzorec pre
povrch ma tvar

S = mr +mrs.

U: Z toho dévodu, si polomer podstavy r a stranu s kuzela vyjadrime pomocou danej vysky
kuzela. Zatial vieme, Ze s = 2r.

Z: Co keby som pre pravouhly trojuholnik ASV zapisal Pytagorovu vetu?
U: Vyskusaj.
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: Prepona s md dizku 2r, preto plati
(2r)? =12 + 02
Umocnim a od rovnice odrdatam druhd mocninu polomeru. Dostavam
3r? =%

: Vyjadrenie polomeru podstavy dokon¢im za teba sdm. Poslednt rovnicu vydelime ¢islom
tri a polomer ziskame po odmocneni

T =

=k

: Strana kuZela bude dvakrdt dlhsia. Preto plati

_21)

S—\/g.

N«

: Mézeme teda vyjadrit objem rota¢ného kuzela.

: Do vzorca pre objem za polomer podstavy dosadim odvodené vyjadrenie. Zlomok wmocnim
a prislusné cleny vyndsobim.

1 9 1 (% 2 1 1]2 7]'1)3
V=_mv="m|—) v==_0 — 0v="—-
3 3 V3 3 3 9
1 z o 7 . %) . , 7("U3
: Objem rovnostranného kuzela sa da vyjadrit pomocou jeho vysky v v tvare V' = 9

Verim, Ze takto spravne zvladnes aj vyjadrenie povrchu rotaéného kuzela.

: Do wvzorca pre povrch, ktory som uZ uwviedol dosadim vyjadrenie nielen polomeru podstavy,
ale aj strany kuZela. Dostdvam

S:7rr2+7r7‘s:7r-(%>2+7r-(%)-(%).

Zlomok umocnim a zvysok vyndsobim

2 2 2
ST

U: Aj toto vyjadrenie si zvladol s prehfadom. MoZem ta iba pochvélit. To znamené, Ze povrch

rovnostranného kuzela sa d4 vyjadrif pomocou vysky v v tvare S = mv?.
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Priklad 8: Do rotacného kuZela je vpisany rotacnij valec, ktorého vyska je rovnd polovici vijsky
kuzela. Urcte pomer objemouv obidvoch telies.
U: Ako vypoditame objem rota¢ného kuzela?

Z: Objem rotacéného kuZela vypocitame podla vzorca

1
Vi. = gTr'r'Z,vk,

kde ry. je polomer podstavy kuZela a vy, vyska kuZela.
U: Ani vzorec pre by pre teba nemal byt problém.

Z: Mdte pravdu. Objem teraz vypocitam podla vzorca

2,
Vi = mriv,.

U: Nasou tlohou je vypodcitat pomer tychto objemov. Preto rozmery charakterizujtce rota¢ny
valec vyjadrime pomocou polomeru podstavy rota¢ného kuzela a jeho vysky.

Z: Zo zadania tulohy viem, Ze vyska valca je rovnd polovici viysky kuZela. Preto plati

U
Uy = —.
Ako vyjadrim polomer podstavy valca?

U: Valec je vpisany do rotacného kuzela. Podstava valca a podstava kuzela tvoria sustredné
kruhy. Aky rovinny geometricky ttvar je osovym rezom tychto dvoch telies?

‘ o
%4
) S \D'
Vg
Uy
C D
A v 1§ Tk B

Z: Osoviym rezom rotacného kuZela je rovnoramenny trojuholnik ABV a pre valec je rezom
obdlznik CDD'C'. Tento obdlznik je vpisany do trojuholnika tak, Ze strana C'D obdlznika
je castou strany AB trojuholnika.
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c

N« C N

: K uréeniu vztahu medzi polomermi podstav kuzela a valca ndm poslizi obrazok.
: Nie je ndhodou polomer podstavy valca tieZ polovicou polomeru podstavy kuZela?
: M4as pravdu. Vies to vSak zdovodnit?

: Vyslo mi to tak logicky. Ked viska je polovicou vysky kuzela, tak aj polomer by mal byt

polovicou polomeru podstavy kuZela.

: Dany zaver vyplyva z ASV a ACC".

: Preco si podobné?

: Maja jeden pravy uhol a uhol pri vrchole A je spolo¢ny. Ak sa dva trojuholniky zhoduja

v dvoch zodpovedajicich si uhloch, tak st podobné. Dizky ich zodpovedajucich stran st
v rovnakom pomere.

1
. Aha! UZ si spominam. tychto trojuholnikov je rovny cislu 3" To

preto, lebo vysky telies st v pomere 1 : 2. Teda aj dizky tiseciek CC' a SV st v pomere
1:2.

: V tom istom pomere musia byt aj dlzky tsediek AC a AS. Z toho vyplyva, Ze dlzka tsecky

CS je tiez polovicou dlzky tsecky AS. Obe tisecky vSak predstavuji polomery podstav
danych telies, preto plati

Ty = —.

2

: Neplati, Ze v akom pomere su vysky, tak v takom pomere su polomery?

: Vo vSeobecnosti to neplati. Pomer vysok je rovny pomeru dizok tseciek AC a AS. Pozri

eSte raz na obrazok. Usecka AS je polomerom podstavy kuzela, ale tisecka AC nevyjadruje
polomer podstavy valca.

: Dobre. Pochopil som. Co dalej?

: Vypocitame pomer objemov rotacného kuzela a rotacného valca

1 2
E B §7T7“k1)k

V., riuv,

Za v, a r, dosad odvodené vyjadrenia.

: Po dosadent dostdavam

1

2
sz g’ff’l“k’l)k
Vv, e\ Uk
7"' —_— Py—
2 2
Umocnim a cisla vynasobim
L,
‘/k gﬂ'?"k'()k»
Vo 1 5
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U: Vyraz mriv, vykratime a upravime zloZeny zlomok
Vi :V,=8:3.

Pomer objemov danych telies je osem ku trom.




