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N«

Objem a povrch ihlanov
RNDr. Marian Macko

: Ako by si charakterizoval n-boky ihlan?

: Ihlan je teleso, ktoré je urcené jednou vyznacnou stenou a wvrcholom, ktory v rovine

tejto steny neleZi.

: Vyzna¢éna stenu nazyvame podstava thlana. Podstavou n-bokého ihlana je n-uholnik.

Vrchol ihlana, ktory nelezi v rovine podstavy, nazyvame hlavny vrchol. Zvyc¢ajne ho
oznacujeme symbolom V. Kolko vrcholov mé n-boky ihlan?

V

As

Ay

. Jeden hlavny vrchol a n vrcholov v podstave. CiZe, n-boky ihlan md spolu n + 1 vrcholov.

: Taky isty je aj pocet jeho stien. Okrem podstavy ma aj n boénych stien. St nimi

napriklad trojuholniky A; A5V, Ay A3V, alebo A,A,V.

: Spominam si, Ze okrem wrcholov a stien, md thlan aj hrany. Su to usecky, ktoré tvoria

strany stien ihlana.

: Mozno ich chapat ako priesecnice stien ihlana. Ak zoberieme dve boc¢né steny, tak ich

prienikom ziskame bocéné hrany ihlana. Napriklad A;V, A,V alebo A,V.

: Ostatné hrany nazyvame podstavné?

: Ano. Strany podstavy ihlana nazyvame podstavné hrany ihlana. Vznikni ako prienik

podstavy a bo¢nych stien ihlana. Vymenuj niekolko podstavnych hran ihlana na obrazku.

: 84 to napriklad hrany A1 As, AsAsz a iné. Thlan md n podstavnich hrdn.

: Pripomenieme si eSte niekolko $pecidlnych pripadov ihlanov. Podstava kolmého thlana

musi mat stred simernosti S a zaroven priamka V.S musi byt kolmé na rovinu podstavy.

: Chcete povedat, Ze v pripade kolmého ihlana nemusi byt podstavou pravidelny n-uholnik?
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U: Nie, nemusi. Podstavou moze byt napriklad obdlznik, lebo priese¢nik uhlopriecok S je jeho
stredom stumernosti. Dolezité je, aby tisecka spajajtica tento bod S s hlavnym vrcholom V'
ihlana bola kolmé na rovinu podstavy.

Z: Ako sa teda nazyvagu také ihlany, ktorych podstava je pravidelny n-uholnik.

U: Mas zrejme na mysli pravidelné n-boké ihlany. Ale okrem pravidelného n-uholnika,
ktory je ich podstavou, musia mat rovnako dlhé bo¢né hrany.

Z: Aha! Zacinam chdpat rozdiel medzi kolmym a pravidelngm ihlanom. Nie je to len v podstave,
ale aj v bocnych stendch. Bo¢nymi stenami pravidelného ihlana si zhodné rovnora-
menné trojuholniky. V pripade kolmého ihlana trojuholniky nemusia byt zhodné.

U: Mas pravdu. Porovnaj este raz predchadzajice dva obrazky.

Z: Mohli by ste mi este vysvetlit pojem Stvorsten?

U: Pojem stvorsten je iba iné pomenovanie pre trojboky ihlan.
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Z: Aha! Trojboky znamend, Ze podstavou je trojuholnik. Ale aj bocné steny si trojuholniky.
Stvorsten md teda styri steny.

U: Samozrejme. Stvorsten je teleso s najmensim poctom stien. To odraza aj samotné pome-
novanie telesa. A kedZe vSetky steny su trojuholniky, tak podstavou moze byt ktorakolvek
z nich. Vies ¢im sa vyznacuje pravidelny stvorsten?

Z: Vietky jeho steny musia byt zrejme rovnostranné trojuholniky.

U: Ak st vSetky steny pravidelného $tvorstena rovnostranné trojuholniky, tak sa d& velmi
jednoducho vyjadrit jeho powvrch. Ide o stcet obsahov vSetkych jeho stien.

Z: Mdte pravdu. Staci vyjadrit obsah jedného rovnostranného trojuholnika. Celkovy povrch
pravidelneho stvorstena bude Stvorndsobkom tohto obsahu.

S =4-95,.

U: Na vyjadrenie obsahu rovnostranného trojuholnika potrebujeme dlzku strany a a vysku v,
na tuto stranu.

C

A a B

Z: Vyuzijem Pytagorovu vetu v pravouhlom trojuholniku ACyC. Prepona AC md dlzku a
a odvesna ACy je polovicou strany a. Preto plati

2
vg:cﬂ_(ﬁ).
2

Umocnim a odrdtam. Spoloénym menovatelom je ¢islo 4.

, 4da*—a*  3a®
V= —— = —.
“ 4 4




Ma-Te-02-T | | List 4

a
U: Pre vysku na stranu a po odmocneni dostavame v, = — Obsah jednej steny preto bude

V3a
a

avg 2

¢o vieme upravit na tvar

Vyjadri povrch pravidelného stvorstena.

Z: Obsah trojuholnika vyndsobim Styrmi. Povrch bude vyjadreny v tvare

2
S_msA_wv?L_¢m?

U: V tomto Specidlnom pripade ihlana sa jeho povrch da celkom jednoduchym spdsobom vy-
jadrit pomocou dizky a jeho hrany. Povrch ihlana vo vieobecnosti je viak dany vzorcom

S =S, + Sy,

kde S, je obsah podstavy a S, obsah pldsta.

Z: Pod plastom mdte na mysli zjednotenie vsetkijch trojuholnikov, ktoré si boénymi
stenami ihlana?

U: Mas pravdu. Napriklad, v pripade pravidelného n-bokého ihlana, to bude zjednotenie

n zhodnych rovnoramennych trojuholnikov.

Z: A dako to je s objemom ihlana? Viem, Ze sa vypocita podla vzorca

1
V= g-Spv,

kde S, je obsah podstavy a v je telesova vyska. Preco je vo vzorci jedna tretina?

U: Jedna tretina vo vzorci stvisi s tym, Ze hranol sa da rozlozit na tri neprekryvajice
sa thlany. Ddlezité je aby kazdy z ihlanov mal rovnaky objem. KedZe objem hranola je
V = S,v, objem jedného ihlana bude tretinou objemu hranola.

N«

: Tak, to si neviem predstavit. Ako ddte do hranola tri rovnaké ihlany?

U: Ukazeme si to na kocke. Vytvorime v nej tri stvorboké ihlany. Hlavnym vrcholom vsetkych
ihlanov bude vrchol F' kocky. Jeden z ihlanov bude mat za podstavu dolni stenu kocky,
druhy zase lav( boc¢nu stenu kocky a pre posledny bude podstavou zadné stena kocky.
Pozri na obrazok.
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B

A A B

Z: Zaujimavé. Dostali sme tri Stvorboké ihlany ABCDF, ADHEF o CDHGF'. Je pravda,
Ze maju rovnaké podstavy. To preto, lebo si to stvorce ABCD, ADHE a CDHG. Ale
maju rovnaké aj telesove viysky?

U: Ako vieme, telesovd viska ihlana je vzdialenost jeho hlavného vrcholu od roviny
podstavy. V ihlane ABCDF je telesovou vyskou hrana BF', lebo je kolméa na podstavu
ABCD. V ostatnych dvoch ihlanoch ur¢ telesové vysky sam.

Z: Jasné! Staci pozerat na obrdzok kocky. Hrana EF je predsa kolmd na lavi bocéni stenu
kocky, preto bude vyskou v thlane ADHEF. V poslednom ihlane CDHGF je telesovou
vyskou hrana F'G. To preto, lebo tato hrana je kolmd na zadniu stenu kocky.

U: Kazda z tychto telesovych uhloprie¢ok mé dlzku, ktor je rovnaka ako dlzka a hrany kocky.
Uvazované tri stvorboké ihlany maju teda zhodné podstavy a telesové vysky. St zhodné.
Lenze zhodné telesa maju rovnaky objem, preto je objem jedného z ihlanov tretinou ob-
jemu kocky.

Z: Dd sa tdto finta vyuZit aj pre in€ hranoly ako kocka?

U: Ano, ale nemusi to byt az také jednoduché. Pre teba je vSak dolezitejsie, vedief pouzif
vzorec na vypocet objemu ihlana v réznych tlohach.

Z: Vzorec pre objem hranola je V- = Syv. Budem si teda pamdtat, Ze do hranola sa zmestia

tri thlany s rovnakym objemom. Preto sa objem ihlana s rovnakou podstavou ako je
podstava hranola a s rovnakou telesovou vyskou vypoéita podla vzorca

V=--5v.
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Priklad 1: Vypocitajte objem a povrch pravidelného stvorbokého ihlana ABCDV , ak jeho
podstavnd hrana md dizku a = 10 cm a telesovd vyska v = 12 cm.

U: Vzorec na vypocet objemu ihlana je
1
V= §Sp7).

Telesovt vysku v poznas. Ako vypocita§ obsah S, podstavy pravidelného stvorbokého
ihlana?

Z: Ak je ihlan pravidelny a stvorboky, tak jeho podstavou je Stvorec so stranou a zadanej
dlZky. Obsahom podstavy bude preto obsah §tvorca S, = a*. Po dosadeni do vzorca pre

objem dostdvam

1 1
V= gSpv = §a2v.

U: Staci dosadit zadané ¢iselné hodnoty. Preto plati
1
V=--10"-12.
3

Dopocitaj.

Z: Umocnim a po krdteni ¢isel tri a dvandst zostane ¢islo Styri.
1 2 3
V:§-10 -12 =100 - 4 = 400 cm”.

Objem ihlana je 400 centimetrov kubickych.

U: Pre povrch ihlana plati vzorec
S =5, + Sy,

kde Sy je obsah plasta. Mas predstavu, z ¢oho pozostéva plast pravidelného stvorbokého
ihlana?
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Z: Plastom je zjednotenie boénych stien ihlana. V nasom pripade to budi $tyri zhodné rovno-
ramenné trojuholniky. Jednym z nich je trojuholnik BCV .

U: Pre obsah plasta plati S, = 451. Vypo¢itat obsah rovnoramenného trojuholnika by
pre teba nemal byt problém.
20,

N«

: Pouzijem vzorec Spa =

. Zadkladnou je podstavnd hrana a ihlana. Ale nepozndm vysku
v bocnej stene.

U: Vypoditas ju z pravouhlého trojuholnika V.SV’ kde S je stred podstavy ihlana a bod V’
je stredom hrany BC'.

N<

Teraz to uzZ nebude problém. Pozndam obe odvesny. Odvesna SV je telesovou vyskou
ihlana a usecka SV' je polovicou podstavnej hrany. Potrebujem vypocitat preponu,
preto vyuzZijem Pytagorovu vetu

U: Po dosadeni ¢iselnych hodnét dostavame
v? =122 + 5%

Dopocitaj.
Z: Cisla umocnim
v? = 144 + 25,

sc¢itam a odmocnim. Vyska na zakladnu v rovnoramennom trojuholniku BC'V bude mat
velkost

v, = V169 =13 cm.
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U: Usecka V'V’ je skutocne viskou, lebo trojuholnik BC'V je rovnoramenny so zékladiiou
BC a bod V' je stredom tejto zdkladne. Teraz uz mame vsetky hodnoty na to, aby sme
vypocitali povrch.

N«

: Vo vzorci pre povrch ihlana S = S,+S,, nahradim obsah podstavy vyjadrenim S, = a?.
Obsah plasta vyjadrim v tvare

2v,

Spl == 4SA =4 9 = QZUZ.

Ale zdkladria z je vlastne hrana a.

U: Povrch ihlana bude preto vyjadreny v tvare
S = a® + 2av,.
Dosad ¢iselné hodnoty a dopocitaj.
Z: Dosadim hodnoty a = 10 cm a v, = 13 cm. Dostavam

S =10%+42-10- 13 = 100 + 260 = 360 cm?.
U: Povrch ihlana je 360 centimetrov stvorcovych.
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Priklad 2: Vypocitajte objem pravidelného stvorbokého ihlana ABC DV, ak jeho podstavnd
hrana md dizku a = 4 cm. Odchyjlka bocénej hrany ihlana od roviny podstavy je 60 stupriov.

U: Co potrebujes poznat, aby si vypocital objem hranola?

Z: Potrebujem obsah podstavy S, a telesovi vysku v. To preto, lebo objem thlana vypocitam

podla vzorca

1
V=S

Nepozndm vsak telesovi viysku.

U: A obsah podstavy pravidelného $tvorbokého ihlana by si vedel vypocitat?

Z: Toto nie je problém. Podstavou ihlana je stvorec so stranou a = 4 cm, preto obsah

podstavy vypocitam podla vzorca S, = a*.

U: Pri vypocte telesovej vysky v thlana vyuZijeme zadany uhol. Vies povedaf, ktoré
priamky zvieraji uhol urc¢ujuci odchylku boénej hrany ihlana od roviny podstavy?

Z: Spominam si, Ze uhol medzi priamkou a rovinou uréim ako uhol medzi zadanou priam-
kou a jej kolmym priemetom do roviny. Teda zadany uhol by mal byt pri vrchole A
v trojuholniku ABV .

U: Teoreticky si to sformuloval spravne, ale uhol BAV nie je zadanou odchylkou. Uvazuj
trochu. Aby si dostal kolmy priemet bocnej hrany AV, potrebujes kolmé priemety jej
dvoch bodov. Myslim si, Zze s bodom A nebudes mat problém.

Z: Tento bod lezi v rovine podstavy, teda sa zobrazi sam do seba. Jasnée! Uz viem kolmo
premietnut aj bod V. Telesovd vyska je kolmd na rovinu podstavy, preto kolmym priemetom
bodu V' bude stred S podstavy ihlana.

U: To znamend, ze odchylkou bo¢nej hrany AV od roviny podstavy je uhol VAS. Podla
zadania mé velkost 60 stupiiov. Mal by si este vyjadrit dlzku tsecky AS. Vyuzi pravouhly
rovnoramenny trojuholnik ABC.




Ma-Te-02-2 | List 10

N

: VyuZijem Pytagorovu vetu

|AC|? = |AB|* + | BC|*.
Obe odvesny maji dizku a = 4 cm, preto tito hodnotu dosadim a ¢isla umocnim. Dostdvam

|AC|? = 4% + 4> = 16 + 16 = 32.

: Uhlopriecka AC podstavy bude mat dizku |AC| = v/32. Cislo 32 sa d4 ¢iasto¢ne odmocnit,

lebo je stuc¢inom ¢isla 16 a ¢isla 2. Odmocnina z ¢isla 16 je ¢islo 4, preto plati

|AC| = 4V/2.

. Usecka AS je polovicou uhlopriecky AC. To znamend, Ze |AS| = 2v/2.

: Teraz uz v pravouhlom trojuholniku ASV s pravym uhlom pri vrchole S, pozname uhol

VAS a dlzku prilahlej odvesny k tomuto uhlu. Ide o tisecku AS. Telesova vyska ihlana je
v tomto trojuholniku protilahlou odvesnou k zadanému uhlu.

V

60° /]
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Z: Pomerom protilahlej a prilahlej odvesny je dand funkcia tangens pre ostry uhol «. Plati

Ak rovnicu vyndsobim dizkou strany AS, dostanem telesovi vysku

v=|AS|-tga.
U: Dosadime |AS| = 2v/2 a vyuZijeme, Ze pre uhol 60 stuprov je
rovné ¢islu /3.
Z: Preto plati
v =2V2 - tg60° = 2v2 - V3.
Da sa tento vysledok nejako upravit?

U: Si¢in odmocnin z dvoch ¢isel je odmocninou zo stc¢inu tychto ¢isel. V nasom pripade ma
telesovéa vyska dizku v = 21/6. MoZes dopocitat objem ihlana.

1
Z: Do vzorca V= ga% dosadim hodnoty a =4 cm a v = 2v/6 cm. Dostdvam

V:%~42-2\/6:32;/6 cm?®.

32
U: Objem ihlana je centimetrov kubickych.
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Priklad 3: Vyjadrite objem a povrch pravidelného $tvorstena, ak je dand dizka jeho hrany a.

1
U: Objem pravidelného trojbokého ihlana vypocitame podla vzorca V = gSpv, kde S, je
obsah podstavy a v telesova vyska. Akym geometrickym ttvarom je podstava?

D

Z: Podstavou, ale aj bocnymi stenami st rovnostranné trojuholniky so stranou diZky a.
Preto obsah podstavy vypocitam ako obsah trojuholnika ABC

Sp = Saasc-

U: V trojuholniku pozname dlzku strany a. Potrebujeme vyjadrit visku v, na tito stranu.

C

A

Z: Pre pravouhly trojuholnik AA;C zapisem Pytagorovu vetu. Bod A; je stredom
strany BC, lebo vyska v rovnostranom trojuholniku je zdroveri aj taZnicou. Preto je

dlzka usecky C Ay rovnd polovici strany a.

an 2
w2 =a?— (_) .
2
U: Vysku dostaneme po odmocneni. Vyraz pod odmocninou upravime tak, ze najskor umoc-

nime zlomok a potom odcitame. Teda oba ¢leny upravime na spolo¢ného menovatela, ¢o

je cislo styri.
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a\ 2 a? 4a® — a? 3a?
va:\/cﬂ—(—) =4/a? — — = — =/ —.
2 4 4 4

Z: Menovatel zlomku a vijraz a® v citateli sa daji odmocnit. Pre vijsku na stranu a dostdvam

_\/§a
=5

M
Vg

U: Mo6zeme teda vyjadrit obsah podstavy.

Z: Dosadim do vzorca pre obsah trojuholnika

\/ga \/»
a—— 2
av, 9 3a
S = S = = = .
P AABC 9 9 1

U: Telesovi vysku vyjadrime z pravouhlého trojuholnika AT D, kde T je tazisko v podstave
Stvorstena.

D

Z: Preco ste zobrali prdve taZisko?

U: Telesovou vyskou ma byt tdsecka kolma na rovinu podstavy. TaZisko rovnostranného
trojuholnika ABC' je kolmym priemetom bodu D do roviny podstavy. To preto, lebo
trojuholniky AT'D, BT D a CT D st zhodné. Jednou ich stranou je bo¢né hrana stvorstena,
druhou stranou ¢ast taznice a tretiu stranu maju spolo¢ni. Vyplyva to z toho, Ze Stvorsten
je pravidelny.

Z: Aha! Mdte pravdu. Mylilo ma to, lebo ja som wvaZoval nad priese¢nikom vysok v pod-
stave. TaZisko a ortocentrum v rovnostrannom trojuholniku predsa splijvaji.

U: Tymto si zaroven naznacil myslienku, ako urcit dlzku strany AT. Vieme, Ze tazisko rozde-
[uje taznicu na dve Casti v pomere 1 : 2.

Z: Usecka AT predstavuje dve tretiny taznice.
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U: A kedZe faznica je zarovein vyskou, moézeme vyuzit uz nami vyjadrent dizku visky v,

na stranu a. Dostavame /3 3
2 2
AT| = 24, = 2. V30 _ V3a
3 3 2 3

lebo dvojky sa vykratia.

/]
A T

Z: V pravouhlom trojuholniku AT D uZ pozndm dve strany. Prepona AD md dizku a o diZku
odvesny AT sme teraz vypocitali. Telesovi vysku v vypocitam vyuZitim Pytagorovej vety.
Plati

v? = a® — |AT?.

U: Dosadime za dlzku strany AT a vysku vypoéitame po odmocneni. Dostévame

2
I P RE T ZZVﬁ_§f:,¢%i:§f: 6a®
3 9 9 9

Umocnili sme jednotlivé ¢leny a upravili zlomky na spoloéného menovatela. V tomto pri-
pade je to cislo 9.

Z: V citateli mozem odmocnit druhid mocninu hrany a a odmocnina z ¢isla devit v menovatel

je cislo tri.
6(12 \/6(1,
v=14/— = )

9 3

U: Vietky potrebné veli¢iny na urcenie objemu $tvorstena sme vyjadrili pomocou dizky
hrany a. Preto objem Stvorstena vyjadrime v tvare

Pokracuj v upravach vyrazu.
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Z: Viyraz zjednodusim na jeden zlomok. V menovateli bude ¢islo 36, lebo je sucinom cisel
3, 4 a 3, ktoré si v menovateloch zlomkov. Sucin odmocnin v ¢itateli napisem ako jednu
odmocninu, a to zo sucinu c¢isel 3 a 6. Teda pod odmocninou bude cislo 18. V citatelt bude
navyse tretia mocnina dizky hrany a, lebo je tam v sucine tri krdt.

1 V3a? \/Ea_\/18a3
3 4 3 36

U: Toto vyjadrenie sa este da zjednodusit. Cislo 18 je sti¢inom ¢isel 9 a dva. Preto ho cias-

toéne odmocnime.
V18a® V9 - v2a3 _ 3v/2a3

36 36 36
Po vykrateni ¢isel 3 a 36 dostavame pre objem vysledny tvar

V2a?
12

Vv

V:

V:

Z: To si mdm pamdtat?
U: Nie, nemusis. Bola to tiloha. Podstatné boli vyjadrenia roznych tseciek, ktoré umoznili
urcit telesovt vysku. Vyjadrime eSte povrch pravidelného Stvorstena.

Z: Toto uZ bude jednoduchsie. Povrch vypocitam podla vzorca S = 4 - Saapc, lebo Stvorsten
md Styri rovnaké steny. A obsah trojuholnika ABC' predsa pozndm. Vyjadrili sme ho pri
urcovani objemu. Preto iba dosadim a vyraz na pravej strane upravim.

32
V3@ _ g

:4' =
5 4
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Priklad 4: Vyjadrite objem a pouvrch pravidelného osemstena, ak je dand dizka jeho hrany a.

U: M4s predstavu ako vyzerd pravidelny osemsten?

Z: Mal by mat osem stien, ale ako vyzerd, to netusim.

U: Predstav si, ze by si podstavami zlepil dva zhodné pravidelné stvorboké ihlany. Ak
ihlany budtt mat rovnaké dizZky bocénijch a podstavnijch hran, tak toto teleso bude
pravidelny osemsten.

Z: Ale potom mi staci uwvaZovat iba jeden Stvorboky ihlan. Objem celého telesa bude dvojnd-
sobkom jeho objemu.
V=2V
U: Mas pravdu. Vyjadrime preto objem pravidelného stvorbokého ihlana, ktorého vsetky
hrany maji dlzku a. Co k tomuto vyjadreniu potrebujeme?

1 B
Z: Vzorec na vypocet objemu je V' = gSpU. Obsah S, podstavy je druhd mocnina diZky
hrany, lebo podstavou je Stvorec.
S, = a’.
Nepozndam vsak telesovu vysku v.

U: Ako vieme, telesova vyska je tisecka urc¢end hlavnym vrcholom ihlana a stredom podstavy.
Je to tsecka SV. Vypocitame ju z pravouhlého trojuholnika ASV s pravym uhlom pri
vrchole S. To preto, lebo vyska je kolma na podstavu.
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Z: Ako to chcete urobit, ked v tomto trojuholniku pozndme iba AV dizky a?

U: Dizka tisecky AS je predsa polovicou uhlopriecky AC. A ti vieme vypoditat z dalsieho
pravouhlého trojuholnika ABC'.

Z: Jasné! Pravy uhol v tomto trojuholniku je pri vrchole B a obe odvesny maji diZku podstavnej
hrany a. Preto plati

|AC)? = a® + a® = 24>
Uhlopriecka AC md diZku V2a.
U: Usetka AS mé polovi¢na dizku.

V2a

AS| = —.
4s) = ¥
Teraz mozes vyjadrit telesovi vysku v.
|4
a
v
/]
A S

Z: Podla Pytagorovej vety plati

2
2 2a?
U2:a2—|AS|2:a2—<\/_a> —a?— a

2 4

Zlomok som umocnil tak, Ze som umocnil zvldst citatela aj menovatela.

U: Vysku vyjadrime odmocnenim. Vyraz pod odmocninou upravime na spolo¢ného menova-
tela. Je nim ¢islo $tyri a potom niektoré ¢leny odmocnime. Dostavame

_\/2 2a2_\/4a2—2a2_ 2a2_\/§a
YTV T T + V1T

Ni¢ nam teraz nebrani, aby sme vyjadrili objem ihlana.

Z: Objem pravidelného osemstena bude dvojnasobkom objemu pravidelného stvorbo-
kého ihlana, pricom objem ihlana vyjadrim ako jednu tretinu zo sucinu obsahu podstavy
a telesovej vysky.

1
V=2V'=2-Sp.

U: Obsah podstavy sme vyjadrili v tvare S, = a? a telesovi vysku v tvare v =

tieto hodnoty do vzorca pre objem.
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: Po dosadeni dostdvam
v 2 5 V2a V243
= —QqQ - — = s
3 2 3
lebo dvojky sa vykrdtia a sucin druhej a prvej mocniny premennej a je jej tretia mocnina.

: Podme teraz vyjadrit povrch osemstena.

: Boénymi stenami st rovnostranné trojuholniky a podstavou je Stvorec.
: Pozor! Osemsten nema podstavu. Ma len osem zhodnych bo¢nych stien, ¢o st rovnostranné
trojuholniky.

: Aha! Podstavy sme spolu zlepili. St vo vnitri osemstena. Budem teda pocitat iba trojuhol-
niky. Vyjadrim si preto vysku v, na stranu a v rovnostrannom trojuholniku. Vyska rozdeli
tento trojuholnik na dva zhodné pravouhlé trojuholniky. Preponou je strana a a jedna z od-
vesien md polovicnd diZku ako prepona.

C

: Pouzijeme Pytagorovu vetu v tvare

v:a—2 = =

a

5 <a>2_a2_a_2 4a®> —a®  3a?
B 4 4 4

Zlomok sme umocnili a ¢leny upravili na spolo¢ného menovatela.

: Odmocnim a dostanem stenovi vysku

V3a
9 .

.
Vg =

: Povrch osemstena je osemnasobkom obsahu jedného rovnostranného trojuholnika.
Diufam, ze vzorec na vypocet obsahu trojuholnika nie je problém.
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Z: Obsah jedného trojuholnika je Sn = an Pre povrch plati

avy,

S =85r=28-

= 4av,.

a/ v / 7
a cleny vyndsobim

Za vysku dosadim vyraz

3 .
S =4a - \/2_@ = 2v/3a?.

U: Povrch osemstena sa da vyjadrif v tvare S = 2v/3a2.




Ma-Te-02-5 | List 20

Priklad 5: Bocné hrany kolmého stvorbokého ihlana maji dizku h = 2 dm a zvieraji s rovinou

C N

podstavy uhol ¢ = 60°. Podstavou ihlana je obdlznik, ktorého uhlopriecky zvieraji uhol
G = 60°. Vypocitajte objem kolmého stvorbokého ihlana.

1
: VSeobecny vzorec pre objem ihlana je IV = gspv, kde S, je obsah podstavy a v telesova

vyska. Nagou tlohou je najskor zistif rozmery podstavy a velkost telesovej vysky. Co
znamena, ze ihlan je kolmy?

. Telesovd vyska v takomto ihlane spdja jeho hlavny vrchol so stredom podstavy. Podstavou

je obdlZnik, preto stredom podstavy bude priesecnik uhlopriecok obdlZnika.

: To znamend, Ze kolmym priemetom bodu V' do podstavy bude jej stred. A kedZze bod A

lezi v podstave, tak kolmym priemetom bocénej hrany AV do podstavy je tsecka AS.
Preto uhol pri vrchole A v trojuholniku ASV mé velkost 60 stupnov.

: To viete odkial?
: Podla zadania je zndmy uhol medzi bo¢nou hranou a rovinou podstavy. Vieme, Ze takyto

uhol sa urc¢uje ako uhol medzi zadanou hranou a jej kolmym priemetom do roviny.
A to sme pred chvilou urobili.

: Dobre. Teraz uZ viem vypocitat velkost telesovej viysky. VyuZijem pravouhly trojuholnik

AV'S s pravym uhlom pri vrchole S. Pozndm jeho . Je to boénd hrana h ihlana.
Uhol velkosti 60 stupriov je oproti telesovej vyske. Preto pouZijem funkciu
v

sin p = %
1

: Po vynasobeni rovnice dlzkou boc¢nej hrany h dostavame

v = hsinp.
Dosad hodnoty.
3
. Viem, Ze pre uhol 60 stupriov je rovnd redlnemu cislu > Preto
plati

v = 2sin60° = 2»?.

Telesova vyska ihlana ma velkost /3 dm.
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N«

: Ten isty trojuholnik vyuZijeme aj na vypocet dlzky tsecky AS.

. Tato usecka je k zadanému uhlu, preto pouZijem . Plati
cos p = [45]

Ak rovnicu vyndsobim premennou h, ziskam diZku usecky AS.

|AS| = hcos

: Dosadime tie isté zadané ¢iselné hodnoty. Dalej vyuzijeme, Ze hodnota funkcie kosinus pre

60 stupiiov je jedna polovica. Pre dlzku strany AS dostavame

|AS| =2c0s60° =2-0,5=1.

. Preco sme pocitali dizku tsecky AS?

D C
\C’@ 5 60 b
A a B

: Potrebujeme ju k uréeniu stran obdlznika, ktory je podstavou ihlana. Bod S rozpoluje

uhlopriecky obdlznika ABCD. Preto tsecky SC a SB maju tiez dlzku jedna.

: Zo zadania vsak vieme, Ze uhlopriecky podstavy zvieraju uhol 60 stupriov.

: Teda trojuholnik BC'S je rovnoramenny, ktorého uhol oproti zakladni je 60 stupnov.

Dokézes urcit dlzku strany BC'?

: Ten trojuholnik musi byt rovnostranny. Na zvysné dva uhly pri zdkladni, ktoré musia byt

rovnaké, zvysuje 120 stupriov. Teda aj uhly pri zdkladni budi mat velkost 60 stupriov. Aj
strany su rovnaké, preto |BC| =b =1 dm.

: Zdovodnil si to pekne. Verim, ze takto zvladnes aj vypocet strany a obdlznika. Vyuzi

pravouhly trojuholnik ABC'.

. Viem, Ze uhlopriecka AC je dvojndsobkom dizky tsecky AS. Md velkost dva decimetre.

Pozndm este jednu odvesnu b =1 dm. Druhi odvesnu vypocitam pomocou Pytagorovej

vety. Bude v tvare
a® =|AC)? — b =22 -1 = 3.

Strana a podstavy md dizku /3 dm.

: Mame teda vsetky tidaje na to, aby sme konec¢ne vypocitali objem.
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Z: Obsah podstavy bude vyjadreny sucinom diZok strdin a a b obdlZnika. Preto pre objem
thlana plati

1 1
V = gSpv = gab-v.

Po dosadent ciselnych hodnot dostavam
1

Ale to je jedna, lebo odmocniny daji v sucine c¢islo tri a trojky sa vykrdtia.

U: Vidis. Kolko zlozitych vypoctov a vysledok je nakoniec taky jednoduchy. Objem kolmého
stvorbokého ihlana je jeden decimeter kubicky.
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Priklad 6: Kocku s hranou a = 4 cm zreZeme v kaZdom vrchole rovinou urcenou stredmsi hrdn
vychadzayicich z daného vrchola kocky. Vypocitajte objem takto vzniknutého telesa.

Z: To teleso si neviem ani predstavit.

U: Uvidis, zZe riesenie tllohy nebude az také narocné. Zoberme si naskoér vrchol B kocky. Mas
predstavu, ako sa odreze ¢ast z kocky pri tomto vrchole?

H G

A

Z: Rovina rezu md prechddzat stredmi hrdn kocky, ktoré vychddzaji z vrchola B. Teda stredmi
hran BA, BC a BF. Oznac¢im si ich X, Y a Z. Na kocke si rovinu predstavim ako
trojuholnik XY 7.

U: Vtip tejto tlohy nie je v tom, ako vyzera vzniknuté teleso, ale ¢o z kocky tymto jedinym

odrezanim odpadlo.

: Jasné! Ved to isté urobime este vo zvysnych siedmich vrcholoch.

y4
U: Ano, ale odpovedz mi na otazku. Aké teleso sme odrezali vo vrchole B kocky?
Z: No, to teleso md Styri steny. Odrezali sme Stvorsten XY ZB.

U

: Stvorsten je vlastne trojboky ihlan. Co myslis, aké budt odrezané §tvorsteny v ostatnych
vrcholoch kocky?

Z: Ni¢ sa nezmeni. Budi rovnaké.
U: Takze, ak by si vedel vypocéitat objem tohto jedného Stvorstena, vedel by si vypoditat aj
objem telesa, ktoré z kocky zostane?

Z: UZ mi td finta napadla. Od objemu kocky odratam osemnasobok objemu jedného
Stvorstena.

U: Cely problém je teda vo vypocte objemu trojbokého ihlana XY ZB. Ako by si tento
objem vypocital? Pozri sa este raz na obrazok kocky.

Z: Ked za podstavu zoberiem trojuholnik XY Z, tak nebudem vediet urcit telesovi vysku.

U: A preco by podstavou trojbokého ihlana XY Z B nemohol byt trojuholnik XY B?

Z: Zdalo sa mi, Ze to musi byt trojuholnik XY Z, lebo je rovnostranny.
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U: Ale kazdé stena trojbokého ihlana je trojuholnik. Je jedno, ktory z tychto trojuholnikov je
podstavou. Z hladiska uréenia telesovej vysky je jednoduchsie zobrat za podstavu napriklad
trojuholnik XY B.

Z: Jasné! Uz to vidim. Telesovou vyskou bude usecka BZ, lebo hrana BF kocky je kolma
na jej dolni podstavu.

U

U: No vidis. Pre telesovii vysku ihlana preto plati v = 3 = 2 c¢m, lebo bod Z je stredom
hrany BF'.

Z: Tak to potom aj dve strany v podstave maji dlZku rovnd polovici hrany kocky. Plati

|XB|=|YB|=2cm.
U: Treba si eSte uvedomit, Ze podstavou ihlana je rovnoramenny pravouhly trojuhol-
nitk XY B s pravym uhlom pri vrchole B. Preto sa jeho obsah d& vyjadrit v tvare

IXB|-|YB| 2-2
2 2

SAXYB =

Jeden odrezany ihlan ma podstavu s obsahom dva centimetre stvorcové.

Z: Objem telesa je teda rozdiel objemu kocky a osemndsobku objemu jedného ihlana. Objem
A 1
kocky je V. = a* a objem ihlana V; = gSpU.
U: Preto plati
1
V:Vk—8%:a3—8'§SAXYB'U.
Z: Po dosadent ciselnych hodnot dostavame

1 32 192-32 160
=43-8.2.2.2=64— = = =
v 53 -3 3 3

160
U: Objem telesa, ktoré zostane z kocky je = centimetrov kubickych.

Z: Mohli by sme si visledné teleso nacrtnut?

U: Preco nie.
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. Ako sa to teleso nazyva.
: Prezradim ti, Ze patri medzi mnohosteny. Nazyva sa Strnaststen.

. Preto, Ze md 14 stien?

C N C N«

: Ano. Osem stien mé tvar rovnostranného trojuholnika, ktoré vznikli odrezanim vr-
cholov kocky. Zvysnymi stenami st stvorce. Tie st vpisané do stien kocky.
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Priklad 7: Vyjadrite objem pravidelného stvorbokého ihlana ABC DV , ak je dand dlZka jeho
hrany a a uhol @, ktory zviera bocnd stena ihlana s rovinou podstavy.

Z: Nepochopil som celkom dobre zadanie tlohy. Uhol ¢ mdm chdpat ako uhol medzi bocnou
hranou BV a podstavnou hranou BC'?

U: Nie. Uhol medzi dvomi rovinami sa urc¢uje ako whol medzi dvomi priamkamsi, ktoré
st kolmé na priesecnicu danych rovin. Pritom jedna priamka je z jednej roviny
a druha priamka z druhej roviny.

Z: Mohli by ste to vysvetlit na zadanej tlohe?

U: Rozoberieme to spoloéne. Co je prienikom boénej steny BC'V ihlana a jeho podstavy
ABCD?

Z: Tieto steny ihlana sa pretinaji v usecke BC.

U: My vsak vieme, ze usecka BC' je zaroven zakladrnou rovnoramenného trojuholnika
BCV, ktory je bo¢nou stenou ihlana. V tejto stene potrebujeme uréit jednu priamku,
ktora je na zékladinu BC' trojuholnika kolma.

Z: Zoberieme vysku trojuholnika z bodu V na ?

U: Samozrejme. Vyska je predsa kolma na zékladnu trojuholnika, teda aj na priesecnicu
danych dvoch rovin.

Z: Aha! Tak potom v podstave zoberiem priamku prechddzajicu stredom podstavy. Priamka
bude rovnobeznd s prednou hranou AB podstavy.
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: Obe kolmice na hranu BC' maju jeden spolo¢ny bod. Je nim stred X tejto hrany. Preto
uhol medzi boénou stenou BCV a rovinou podstavy je uhol SXV. Jeho velkost
je podla zadania oznacend symbolom .

C N

N«

N«

: Naco ndm bude tento uhol, ked mdme vyjadrit objem ihlana?

: VSeobecny vzorec pre objem thlana poznas?

: Samozrejme. K vypoctu objemu potrebujem obsah podstavy a telesovi vysku. Vzorec md

tvar ]
V= gsp”(}.

Obsah podstavy viem vyjadrit v tvare S, = a*, lebo podstavou je Stvorec so stranou a.

: Potrebujes este vyjadrif telesovii visku v. A préve na to vyuzijes aj zadany uhol. Dizku
jednej zo stran pravouhlého trojuholnika SXV by si mal vediet vyjadrit.

: Strana SX je polovicou hrany a.

(\V]}s]
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U: V pravouhlom trojuholniku SXV pozname uhol a . Telesova vyska je
v tomto trojuholniku protilahlou odvesnou. Odvesny trojuholnika déva do vztahu funkcia
. Plati
too =
gy 1SX|

a _
Z: Cize telesovd vyska bude v = Etgnp, lebo dlzka usecky SX je rovnd polovici strany a.

U: Teraz uz mame vsetky informacie na to, aby sme vyjadrili objem pravidelného stvorbokého
ihlana.

N«

: Po dosadent dostdvame
1

1 a 1.
V= gSpv = §a2 : §tggp = éa/dtga,o.

1
Objem Stvorbokého ihlana je vyjadreny vztahom V = 6a3tg4p.
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Priklad 8: Vypocitajte povrch pravidelného stvorbokého ihlana s objemom V = 48 cm?®. Dizky
podstavnej hrany a telesovej vysky ihlana si v pomere a : v =3 : 2.

1
U: Vzorec na vypocet objemu ihlana je V' = gSp"U, kde S, je obsah podstavy a v telesova
vyska ihlana.

Z: Podstavou je Stvorec, lebo ihlan je pravidelny a stvorboky. Obsah podstavy sa preto dad
vyjadrit v tvare S, = a®. Nepozndme vsak dlzku podstavnej hrany a.

U: Vypocitame ju zo zadaného objemu ihlana.
Z: Ako, ked nepozndame ani telesovi vysku?

U: Pozname viak pomer dlzok tychto dvoch tiseciek, a : v = 3 : 2. Ak rovnicu vynasobime
3v

telesovou vyskou v, tak dostaneme vyjadrenie podstavnej hrany a =

Z: Preco ste nasobili, ked je tam pomer?

U: Pomer a : v chdpeme ako delenie, teda aj zlomok. Preto sa zadany pomer a : v =3:2 da
prepisat do tvaru

a 3
v 2
Z: Rozumiem. Zadany pomer sme vyuZili na vyjadrenie podstavnej hrany pomocou telesovej

vysky.
U: Presne tak. Objem ihlana moZeme teraz vyjadrif iba pomocou neznamej telesovej vysky.

Plati )
1 1 1 3v
Vzgspvzg(f"l]:g'(;) V.

Pokracuj v tprave vyrazu, ktory vyjadruje objem ihlana.

Z: Najskor druhy zlomok umocnim a potom vsetky cleny vyndsobim. Dostdvam

po L 9w
3 4 12
- . L . 1 303
U: Zlomok vykratime tromi. Objem ihlana teraz vyjadrime v tvare V' = o

U: Objem poznés, vypocitaj telesovi vysku.
Z: Objem je 48 centimetrov kubickych. Dosadim a ziskam rovnicu

303
48 = —.
4
Rovnicu vydelim cislom tri, vyndsobim cislom styri a mdm

64 = v3.

U: Telesovd viska mé dizku 4 centimetre, lebo tretia odmocnina z &isla 64 je &islo Styri.
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N«

. CliZe pozndme aj dizku podstavnej hrany a, lebo

3v
a=—.
2
Ak za telesovi vysku dosadim cislo styri, tak pre podstavni hranu dostanem a = 6 cm.

- Uréili sme zatial dlzky podstavnej hrany a telesovej visky ihlana. Ulohou je vSak vypoéitat
jeho povrch. Vzorec by nemal byt problémom.

: Povrch ihlana vypocitame podla vzorca S = S, + S,. Obsah podstavy uZ mdme, ale pre
obsah pldsta budeme potrebovat visku v bocénej stene ihlana.

: Preco?

: P14a3t ihlana tvoria Styri rovnoramenné trojuholniky ABV, BCV, CDV a DAV,

ktoré su boénymi stenami ihlana. Obsah pldsta je teda Stvorndsobkom obsahu jedného tro-
juholnika. Zdkladnou je podstavnd hrana a, ale vysku na tito stranu nepozndme.

C N

: Vysku boc¢nej steny BCV vypocitame z pravouhlého trojuholnika V.S X s pravym uholom
pri vrchole S. Bod S je stredom podstavy a bod X je stredom hrany BC'.

: Preco ste zobrali bod X ¢

: Trojuholnik BCV je rovnoramenny so BC'. Vyska na tato zékladnu je v rov-
noramennom trojuholniku zdroveni faznicou. A faznica spaja vrchol a stred protilahlej
strany.

: Mozete este vysvetlit, preco je v trojuholniku V.SX pravy uhol pri vrchole S ?

: Usetka SV je telesova viska. Je kolmé na podstavu. Podla definicie kolmosti priamky na
rovinu je usecka SV kolméa na kazdu tsecku podstavy. Teda je kolma aj na tsecku SX.
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Uq

N

S X

a
2

Z: Teraz je to uz lahké. V pravouhlom trojuholniku V. SX pozndm obe odvesny, ¢o si telesovd
vyska v = 4 cm a polovica podstavnej hrany |SX| = 3 cm. Preponu vypocitam podla
Pytagorovej vety. Plati

v2 = (2)2 + v
a 2 :

Po dosadent a odmocneni dostavam stenovi viysku
Vg = V32 +4%2 = v25.

Stenova vyska ma dlzku pitf centimetrov.

U: Pre povrch ihlana potom plati

av,
S:Sp—l—Spl:a2+4~SABcV:a2+4~7:a2—|—2cwa.

Z: Viem, Ze a =6 cm a v, =5 cm. Po dosadeni do vzorca pre povrch dostdvam

S=a"+2av, =6"+2-6-5=36+60 =96 cm”.
U: Povrch pravidelného $tvorbokého ihlana je 96 centimetrov stvorcovych.




