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Objem a povrch hranolov
RNDr. Marian Macko

U: Ako by si charakterizoval n-boky hranol?

N«

. Je to teleso, ktoré md dve vyznacné steny, ktorymi su zhodné n-uholniky. LeZia v na-
vzajom rovnobezZnych rovindch.

U: Tieto steny nazyvame podstavy hranola. Rovnobeznymi vSak musia byt aj odpovedajice
si strany tychto n-uholnikov.

Z: To znamena, Ze plati

AlAg || BlBQ, A2A3 || Bng, A3A4 || B:),B47 N AnAl || BnBl

U: Uvedené strany n-uholnikov nazyvame podstavné hrany.

N«

: Spominam si, Ze hranol md aj bo¢né hrany. Su to navzdajom rovnobezné usecky rovnakej
dlzky. Podla ndsho oznacenia si to napriklad bocné hrany A1Bi, AsBs, A,B,. n-bokj
hranol ich md n.

U: Spolu s podstavnymi hranami vytvaraju boéné steny hranola. Akymi rovinnymi geomet-

rickymi Gtvarmi st bo¢né steny?

Z: Vzhladom na rovnobeznost, o ktorej uz bola reé, si to rovnobezniky. Spolu md teda

n-boky hranol n + 2 stien.

U: Spolo¢né body hran n-bokého hranola sa nazyvaju vrcholy hranola.

Z: To znamena, Ze n-boky hranol ma 2n vrcholov.
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U: Pripomenieme si eSte niekolko $pecidlnych pripadov hranolov. Kolmy hranol mé vsetky
bo¢né hrany kolmé na roviny podstav hranola.
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Z: To ale znamend, Ze bocnymi stenami kolmého hranola si obdlZniky.

U: Mas pravdu. Ak navySe podstavami kolmého hranola buda pravidelné n-uholniky, tak
hranol nazveme pravidelngm.

Z: Pravidelny n-boky hranol md teda podstavy pravidelné n uholniky a bocnymi stenami su
zhodné obdlZniky.

U: Nase pripomenutie zdkladnych pojmov o hranoloch zakonc¢ime kvadrom a kockou. Vieme,
7e patria medzi hranoly. Cim sa vyznacuja?

Z: Kvader by som zaradil medzi kolmé stvorboké hranoly. Jeho podstavou je obdlZnik.

U: No a nakoniec, kvader, ktorého kazda stena je Stvorec, sa nazyva kocka.
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U: Skor, nez uvedieme vSeobecny vzorec pre objem n-bokého hranola, pripomenieme si nie-
ktoré zakladné vlastnosti, ktoré platia pre objem telies. Z vlastnej skisenosti vieme, ze
objem telesa je vidy kladné realne cislo. Daji sa porovnat objemy zhodnych telies?

Z: No, ak si telesia zhodné, tak musia mat rovnaky objem.
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U: Castokrat sa stava, ze dané teleso sa da rozlozit na viacero jednoduchsich, navzajom sa
neprekryvajuicich telies. Vies, aky je stvis medzi objemom daného telesa a objemami telies,
z ktorych pozostava?

Z: Logicky vychddza, %e objem daného telesa je sti¢tom objemov telies, z ktorych je
ono zloZené.

U: Posledné vlastnost stanovuje, ¢o je jednotkou objemu.

Z: Jednotkou objemu je predsa meter kubicky. Ale moze to byt aj centimeter kubicky, do-
konca aj liter.

U: V kazdom pripade jednotkou objemu je objem jednotkovej kocky. Je to kocka s hranou
jednotkovej dizky. Cize zdkladom merania objemu je objem kocky s hranou dizky a.

Z: Vzorec na jeho vijpocet je V = a®.

U: Mas pravdu. Tento vzorec je zo vSetkych vzorcov pre objemy telies najjednoduchsi. Dolezité
v8ak je, aby si si uvedomil, Ze tento vzorec sa nedé dokazat. Je dany axiomaticky. Vzorce

pre objem vsetkych ostatnych telies sa uz daji na jeho zéklade a zaklade spomenutych
pravidiel odvodit. Ako sa da ¢o najvSeobecnejsie vyjadrit objem hranola?

Z: Pamdtam si na vzorec V = S,v, kde S, je obsah podstavy a v je vyska hranola.

U: Pritom vyskou hranola rozumieme vzdialenost rovnobeznych rovin, v ktorych lezia pod-
stavy hranola.

U: Okrem objemu vieme urcit aj povrch hranola. Ak predstavu mas o tomto pojme?

Z: Pourch suvisi s obsahom vsetkych stien hranola.

U: Vsetky steny hranola tvoria jeho hranicu. Hranicou n-bokého hranola je zjednotenie dvoch
n-uholnikov a n rovnobeznikov.

Z: Rovnobezniky si vlastne bocnymi stenami hranola. Vytvdraji plast hranola.
U: Preto vSeobecny vzorec pre povrch hranola ma tvar S = 25,+5,,, kde S, je obsah podstavy
a S, obsah plasta hranola.

Z: Vypocty objemov hranolov budi zdvisiet od toho, ako vyzeraji ich podstavy a bocéné steny.

c

: Mas pravdu. Vzorce pre objem a povrch hranola sa pre konkrétne hranoly daju vyjadrif
cez zadané veli¢iny. Pamitat si ich, vS§ak méa zmysel iba v dvoch Specidlnych pripadoch.
Ide o kocku a kvader.

. Ale to je lahké. Objem kocky je V = a® a jej povrch S = 6a°.

cC N

: Preco je vo vzorci pre povrch vyjadrenie 6a*?

N«

: Kocka mad predsa sest zhodnijch stien. Siu to $tvorce so stranou a. Obsah jednej steny je
preto a?.

c

: Aky bude objem kvadra, ak ma rozmery a, b a ¢?

N«

: Objem kvadra bude V = abc a jeho povrch je dany vzorcom

S = 2(ab+ bc + ca).




Ma-Te-01-T | | List 4

U: Vyraz ab vyjadruje obsah podstavy. Obe podstavy st zhodné obdlzniky, preto je tento
vyraz vo vzorci pre povrch zardtany dvakrat. To isté plati aj o dvojici prednd a zadna
stena, ako aj o dvojici bo¢nych stien.
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Priklad 1: DiZky hrdn kvddra si v pomere a : b :c=1:3 : 4. Povrch kvddra je 342 cm?.
Vypocitajte objem kvddra.

Z: Zo zadaného pomeru dizok hrdn kvddra vypljva, Ze hrany moézem vyjadrit pomocou jednej
nezndamej. PouZijem premennt x. Potom plati

a=ux, b=3x, c=A4x.
U: Doplnim, Ze neznama z patri do mnoziny kladnych realnych ¢isel. Pozname povrch kvadra.
Vzorec by nemal byt problém.

N«

: Pouvrch kvddra s rozmermi a, b, ¢ vypocitame podla vzorca

S =2-(ab+ bc+ ca).

U: Za dizky hran dosadime vyjadrenia a = =, b = 3z a ¢ = 4x. Dostavame
S=2-(r-3z+3x- -4+ x - 4z).

Uprav vyraz na pravej strane.

Z: Cleny v zdtvorke vyndsobim a mdm
S =2 (32° + 1227 + 42°).
Po scitant a vynasobeni dvomi dostaneme vyjadrenie povrchu kvadra v tvare

S =2-192% = 382°.

U: Podla zadania je povrch kvadra rovny 342 centimetrov $tvorcovych. Ziskame preto rovnicu

38z% = 342.

Vypocitaj hodnotu neznamej x.
Z: Vydelim c¢islom 38
5 342
rT = — =
38
Riesenim v mnozine kladnych redlnych cisel je cislo tri.
T = 3.

U: Hrany kvadra budt maf preto dizky
a=1x =3 cm, b=3-3=9cm, c=4-3=12 cm.

Zvysok riesenia tlohy uz dokoncis sam.
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Z: Pouzijem vzorec pre objem kvddra

V = abe.

Dosadim diZky hrdn a po vyndsobeni ¢isel dostdvam vysledok 324 centimetrov kubickych.

V =abc=3-9-12 = 324 cm®.

Uloha 1: Dlky hrdn kvddra si v pomere a : b : ¢ = 2 : 4 : 3. Povrch kvddra je 13 dm?.
Vypocitajte objem kvddra.

Vysledok: V = 3 dm*
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Priklad 2: Dizky hrdn kvddra si v pomere a:b:c=2:3:6. Jeho telesovd uhlopriecka md
dlZku 14 cm. Vypocitajte objem a povrch kvddra.

. Zo zadaného pomeru dizok hrdn kvddra vyplyva, Ze hrany moZem vyjadrit pomocou jednej
neznamej. Pouzijem premenni x. Potom plati

N(

a =2z, b= 3x, c = 6.

Viem, Ze dlzky hrdn kvddra si kladné redlne ¢isla. Preto aj nezndma x je kladné redlne
cislo.

U: Na jej vypocet vyuzijeme telesovii uhlopriecku. Mas predstavu, kolko telesovych uhloprie-
¢ok mé kvader?

Z: Ak oznacim vrcholy kvidra ABCDEFGH, tak telesovymi uhloprieckami budi usecky AG,
BH, CE a DF. Vsetky maji rovnaki velkost.

A B

U: DIzku telesovej uhlopriecky BH vyjadrime z pravouhlého trojuholnika BDH. Pravy uhol
je pri vrchole D. Podla zadania je dlzka hrany DH rovn 6.

Z: Budeme vsak potrebovat dizku stenovej uhlopriecky BD.
U: Vyjadrime ju z pravouhlého trojuholnika BAD s pravym uhlom pri vrchole A.
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Z: Poxndm dizky , lebo |[AB| = a = 22 a |AD| = b = 3z. PouZijem Pytagorovu
vetu
|BD* = |AB|* + |AD|?.

Dosadim vyjadrenia stran, umocnim a sc¢itam. Dostavam

|BD|? = (22)* + (32)* = 42® + 92° = 1322

U: Vratime sa k vypoctu telesovej uhlopriecky BH. Vyjadrime ju z pravouhlého trojuholnika
BDH. Pravy uhol je pri vrchole D. Opéf vyuzijeme Pytagorovu vetu v tvare

|BH|> = |BD|* + |DH|.
Za prvy ¢len na pravej strane dosadime 1322 a za dlzku hrany DH vyraz 6x. Dostédvame
|BH|? = 132” + (67)? = 132% + 3622 = 492°.
Z: DlZka telesovej uhlopriecky je podla zadania rovnd 14 cm. Preto plati
14% = 492°.
Po umocnent cisla 14 vydelim rovnicu cislom 49. bude mat tvar

1
x2:ﬁ:4.
49

U: Hodnota neznamej x bude rovné &slu dva. MoZeme vyjadrif ¢iselné hodnoty dlzok hran
kvadra. Teda
a=2r=4cm, b=3r=6cm, ¢c=6x =12 cm.

Z: Vypocitat objem uZ nebude problém. Pouzijem vzorec V = abc. Dosadim c¢iselné hodnoty
V =abc=4-6-12 = 288 cm”.

Objem kvddra je 288 centimetrov kubickych.
U: Povrch kvadra vypoéitas podla vzorca S = 2(ab + bc + ca).
Z: Aj to je lahké. Za dlZky hrdn dosadim ciselné hodnoty. Potom ciselné hodnoty vyndsobim

a scitam.

S =2(ab+bc+ca) =2(4-6+6-12+12-4) = 2(24 + 72 4 48) = 288 cm?.

U: Dost zaujimavy vysledok. Objem aj povrch kvadra je vyjadreny tym istym c¢islom, a to
288.
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Priklad 3: Telesovd uhlopriecka kvddra md dlZku v = 10 cm a zviera s rovinou podstavy kvddra
uhol p = 60°. Taky isty uhol zvieraji uhlopriecky podstavy. Vypocitajte objem kvddra.

U: Co potrebujeme poznaf na vypocet objemu kvadra?

Z: Dizky jeho troch roznych hrdn. Vzorec pre objem je V = abe.

U: Nepozname viak dlzku 7Ziadnej hrany kvadra. Preto ich musime najskor vypoéitat zo
zadanych hodndt. Kde nameriame uhol, ktory zviera telesova uhlopriecka AG s rovinou
podstavy?

{0

/

&

A B

Z: Uhol ¢ bude medzi tdseckami AG a AC. Teda pri vrchole A v pravouhlom trojuholniku
ACG.
U: Tento trojuholnik mé pravy uhol pri vrchole C. V trojuholniku pozname dizku prepony, ¢o
je telesova uhlopriecka v = 10 cm a ostry uhol pri vrchole A. Nepozname dizku
CG, ¢o je vlastne hrana c kvadra.




Ma-Te-01-3 | List 10

G
S
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A Us C
Z: Tak si ju vypocitam. Pouzijem funkciu pre uhol . Je to pomer
k . Preto plati

c
sinp = —.
U

Ak rovnicu vyndsobim dlZkou uhlopriecky, dostanem hranu c:

c=usinyp.
U: Dosadime zadané ¢iselné hodnoty a vyuzijeme, ze hodnota funkcie sinus pre 60 stupnov je

V3
%)
V3 _ 53

¢ =10sin60° = 10 - 5 = 5
7 toho istého trojuholnika vypoc¢itame aj dizku stenovej uhlopriecky AC.
Z: Teraz pouZijem . Plati
|AC]
cosp = —,

c¢ize pre stenovd uhlopriecku AC dostdvam |AC| = wu cos p.

1
U: pre 60 stupnov je rovna ¢islu > preto

1
|AC| = 10 cos 60° = 10-5 = 5.

Z: Ako vypocitame dizky podstavnych hrdn a a b?

U: VyuZijeme teraz vypocitani dizku stenovej uhlopriecky AC a uhol, ktorj uhlopriecky
v podstave zvieraji. Podla zadania mé tento uhol tiez 60 stupriov.

D C

[\][3

60° b

N O
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Z: Viem, Ze uhlopriecky v obdlzniku maji rovnaki velkost. Teda |SB| = |SC| = 2,5 cm, lebo
dlZka celej uhlopriecky je 5 centimetrov. Trojuholnik je rovnoramenng.

U: Dokonca je rovnostranny, lebo uhol medzi ramenami je 60 stuptiov. KedZe uhly pri zadkladni

maju rovnaku velkost a stucet velkosti vniatornych uhlov trojuholnika je 180 stuprtiov, aj

uhly pri zédkladni maja velkost 60 stuptiov.

Z: Teda diZka hrany b kvddra je b = 2.5 cm. Hranu a vypocitam z pravouhlého trojuholnika
ABC. Pozndm dlzku prepony, ¢o je strana AC' a jednu odvesnu. To je vypocitand strana b.
PouZijem Pytagorovu vetu v tvare

a* = |ACJ> — 1.

U: Po dosadeni ¢iselnych hodnot dostavame

25 75

2 2 2
=5"—-2,0=25-6,25=25— — = —.
a ) ) 4 4

9V 3
Hrana a kvadra méa velkost a = \2[ cm. Vypocitaj objem kvadra.

Z: DIZky hrdn dosadim do vzorca V = abc. Potom

375
SBV3 =5

V= 4

ot
m&l
w
| Ot

375 .
U: Objem kvadra je e cm?.
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Priklad 4: Vypocitajte objem a povrch pravidelného Sestbokého hranola, ktorého podstavnd
hrana md dizku 4 cm a telesovd vyska v = 6 cm.

Z: Objem 3estbokého hranola vypocitam tak, Ze obsah podstavy vyndsobim telesovou vijskou.

V = Sv.

U: Telesovii vysku pozname. Ulohou zostéva vypoéitat obsah podstavy. Akym rovinnjm
utvarom je podstava zadaného telesa?

Z: Mal by to byt pravidelny Sestuholnik, lebo hranol je pravidelny a Sestboky. Ale ako sa
vypoclita obsah pravidelného Sestuholnika, to potrebujem pripomenit.

U: Vypocet je jednoduchy. Urcite sa pamitas, ze pravidelny Sestuholnik sa d4 rozdelit na Sest

rovnostrannych trojuholnikov.

Z: Jasné! Uz si spominam. Tomuto utvaru sa dd opisat kruZnica, ktorej polomer je rovnaksy
ako strana Sestuholnika. Preto strany AS a BS maji dizku a.

E D
S
F C
a Vg
N
A So @ B

U: Obsah Sestuholnika bude Sestnédsobkom obsahu jedného trojuholnika. Ak oznacime obsah
trojuholnika Sa4ps, tak obsah podstavy bude

Sp =6-Saaps.

U: Aby si vyjadril obsah trojuholnika ABS, potrebujes vypocitat vysku na stranu a.

N«

: Vyska rozdeli rovnostranny trojuholnik na dva pravouhlé trojuholniky. V trojuholniku ASyS
je strana AS . Md dlZku rovnii 4 centimetrom. ASy md polovicni dizku.

Podla Pytagorovej vety plati
’02 = (12 — <—>2
a 2 :
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U: Dosadenim hodnot dostavame
v =427 =12

Vyska na stranu a mé velkost v, = 2v/3.

aVgq sy .
Z: Vypocitam obsah podstavy. Do vzorca S, = 6 - Saaps = 6 - -5 = 3av, dosadim ciselné

hodnoty.
S, =3-4-2v/3=24V3.

U: Ak obsah podstavy vynasobime telesovou vyskou, dostaneme objem hranola. Preto plati
V =S,v=24V3-6 = 144V/3 cm®.

Vypocitat povrch pravidelného Sestbokého hranola, uz nebude problémom.

Z: Na vypocet povrchu pouzijem vzorec S = 2.5, + S,;. Obsah podstavy uzZ pozndm,
S, = 24V/3 cm?.

Pldst hranola tvori Sest zhodnyjch odlznikov s rozmermi a = 4 cm av = 6 cm. Preto povrch
hranola bude mat tvar

S =25,+6 - ab.
U: Dosad ¢iselné hodnoty.

Z: Po dosadeni znamych hodnot dostanem

S=2-24V346-4-6=48V3 4 144.
U: Povrch pravidelného Sestbokého hranola je 48v/3 + 144 centimetrov §tvorcovych.
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Priklad 5: Ako sa zmeni objem a povrch kocky, ak sa hrana kocky

N«

.....

b) zmensi o 25 percent?

. Aky objem ma dané kocka, ak dlzka jej hrany je a?
: To je trividlne. Objem bude V = a®.

.....

Aky bude teraz objem kocky?

: Objem bude V' = (a/)°. Po dosadeni dostdvam

V' = (3a)® = 3% - a® = 27a°.

Objem je 27 krdt vacsi.

: Na otazku, ako sa zmenil objem, sa d4 odpovedat minimélne dvojako. MdzZe nas zaujimat,

kolkokrat sa zmenil objem, alebo o kolko sa zmenil objem.

: Mdte pravdu. To som si neuvedomil. O zmene objemu som uvaZoval podla zadania, ktoré

hovori o zmene hrany. Ak sa pijtate, o kolko sa zmeni objem, ani to nebude tazké vypocitat.
Objemy teraz odratam.
V' -V =27a* — a® = 26a°.

..........

kocky. Na druhej strane uznévam, Ze prirodzenejsia odpoved na otédzku v zadani tlohy je
t4, ktoru si uviedol ako prvi. Porovnaj povrchy.

. Povodnd kocka bude mat povrch S = 6a°, kde a je dlzka jej hrany. Po trojndsobnom

wdacsent hrany kocky bude hrana o’ = 3a a teda povrch novej kocky bude S = 6 - (a')* =

vvvvv

kocky.

N«

: Veobecne plati, Ze povrchy st v pomere druhej mocniny pomeru dizok hran kocky. Po-

dobne vyriesime tlohu b). Hrana kocky sa teraz zmensi o 25 percent. Ako sa da vyjadrit
dlzka hrany kocky po zmengeni, ak hrana kocky mala povodne dizku a?

: Viem, Ze hrana kocky sa zmensila o 25 percent. Bude preto predstavovat 75 percent povodnej

dlzky hrany. Potom plati ' = 0,75a.

: To znamena, Ze aj objem kocky sa zmensi. Z tohto vyjadrenia zmeny jej hrany vypocitame,

o kolko percent.

: Objem teraz bude

V' = (d')* = (0,75a)% = 0,421875a°.

: Objem a® predstavuje 100 percent a objem 0,421875a® vyjadruje 42,1875 percent zo za-

kladu. To znamena, ze objem sa zmensil o 57,8125 percent. Porovnaj povrchy.

: Povrch povodnej kocky je S = a®. Po zmenseni hrany bude povrch

' =6-(a')* =6-(0,75a)2 = 6-0,5625a2. To je 56,25 percenta povodného povrchu. Povrch
sa zmensil o 43,75 percenta.
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Priklad 6: Pravidelng Sestboky hranol s objemom 81v/3 cm?® md telesovi vysku dvakrdt vicsiu
ako diZku podstavnej hrany. Vypocitajte povrch hranola.

U: Najskor vypocitame dlzku podstavnej hrany. VyuZijeme vzorec pre objem pravidelného
Sestbokého hranola
V = Sv.

Z: Ale viem, Ze telesovd vyska je dvakrdt vicsia ako dlzka podstavnej hrany. Plati teda v = 2a.
Objem hranola potom vyjadrim vzorcom

V=25, 2a.

U: Zostéva nam vyjadrif obsah podstavy hranola pomocou dizky podstavnej hrany. Podstavou
je pravidelny Sestuholnik. Ten sa d4 rozdelit na Sest rovnostrannych trojuholnikov. Preto
obsah podstavy bude Sestnidsobkom obsahu trojuholnika ABS.

Sp - 6SAABS-
E D
S
F C
a Vg
3 /]
A So B

Z: Kedze trojuholnik ABS je rovnostranng so stranou dizky a, nebude problém vyjadrit jeho
obsah. Rozdelim si ho vyskou v, na dva pravouhlé trojuholniky. Pre trojuholnik ASyS po-
uzijem Pytagorovu vetu. AS md dizku a, ASy polovicéni velkost ako
prepona. Vysku v,, co je druhd odvesna v tomto trojuholniku, vyjadrim v tvare
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U: Po umocneni a od¢itani pre druhtt mocninu vysky dostavame

2
p? = 3L
4
V3a

Odmocnime, ¢im dostaneme vysku v tvare v, = 5

: Vyjadri obsah Sestuholnika.

: Obsah podstavy, ako sme povedali, je Sestndsobkom obsahu jedného trojuholnika. Teda

av, V3a  3v/3d?
=3-av,=3-a = .
2 2 2

: Toto vyjadrenie dosadime do vzorca pre objem V' = S, - 2a a dostavame

B 3\/§a2
2

Sp=16-Saaps =6

\% - 2a = 3v/3d°.

. Objem poznam, tak ho dosadim:

81V3 = 3v/3d°

a teraz rovnicu vykrdtim cislom 3v/3. Pre tretiu mocninu podstavnej hrany plati
a® =21.

Podstavnd hrana a ma velkost 3 centimetre, lebo a = v/27 = 3.

: Povrch Sestbokého hranola vypocitame podla vzorca S = 25,+5,,. Obsah podstavy sme uz
vyjadrili, sta¢i dosadif vypocitani ¢iselntt hodnotu. PI4st predstavuje zjednotenie Siestich
obdlZnikov, ktorych rozmermi st podstavna hrana a telesova vyska. Preto sa povrch da

vyjadrit aj v tvare
3v/3a2
2

S =2 +6 - av.

: V prvom clene vykratim dvojky a potom dosadim ciselné hodnoty. Povrch hranola je
S =3V3-3"+6-3-6.

Po vynasobeni dostavam

S = 27V3 + 108.

: Povrch hranola s objemom 811/3 centimetrov kubickjch je 27v/3 + 108 centimetrov
stvorcovych.
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Priklad 7: Podstavou trojbokého hranola je pravouhly trojuholnik s ostrym uhlom 15 stupriov
a preponou ¢ = 4 dm. Vyska hranola md tu isti velkost ako prepona podstavy. Urcte velkost
hrany kocky, ktorej objem je rovnaky ako objem tohto hranola.

Z: Nagskor vypocitam objem trojbokého hranola. PouZijem vzorec V = S,v. Viem, Ze telesovd
vyska md velkost v = 4 dm, lebo je rovnako dlhd ako prepona podstavy. Problém vidim vo
vypocte obsahu podstavy.

15°
T B
C
A A
b C
P Ly /
" AP
A c’

U: Podstavou hranola je pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri vrchole C'. Jeho obsah
vypocitame podla vzorca S, = %, lebo jedna je vyskou na druht odvesnu pra-
vouhlého trojuholnika.

Z: Ale odvesny trojuholnika nepozndme.

U: Vyjadrime ich pomocou ¢ a uhla a. Ich velkosti pozname. aje
k uhlu «a, preto vyuzijeme funkciu . Plati
, a
sina = —.
c

Ak rovnicu vynasobime premennou ¢, dostaneme vyjadrenie dlzky odvesny a:

a = csin a.

Z: Nedosadime hodnoty?

U: Zatial nie. Hodnotu funkcie sinus pre 15 stuptiov by sme pocitali s vyuzitim kalkulacky.
Dostali by sme vSak pribliznti hodnotu. Sktsme vyjadrit vSetky zatial nezname dlzky
pomocou zadanych veli¢in. Neskor uvidis, ze sa vypocty istym spdsobom zjednodusia.
Vyjadri z pravouhlého trojuholnika odvesnu b.

Z: Kedze je k uhlu o, tak pouZijem funkciu . Pre jej hodnotu platt

cos = —.
Cc

Opdt vyndsobim premennou c. Odvesna b bude mat vyjadrenie b = ccos a.
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uU:

ab
Vyjadrenia odvesien dosadime do vzorca pre obsah podstavy S5, = > a dostavame
(csina) - (ccos )
Sp = .
2
To sa d4 upravit na tvar
% sin av cos
Sp=—""—7"""

2

: Dosadime zadané hodnoty?

: Este nie. Problém stale robia hodnoty goniometrickych funkcii pre uhol 15 stupiiov. Preto

prejdeme k uhlu 30 stupnov.

2 Ako?

: Pouzijeme vzorec pre . Iste sa pamé#tas,

ze plati
sin 2 = 2 sin « cos «.

: Tak, to by mi nenapadlo. Ale, je to zaujimavy trik. SG¢in hodndt funkcii sinus a kosinus

sin 2«

mozZeme nahradit vijrazom

: Vzorec pre obsah podstavy mozeme vdaka tejto finte upravit na tvar
o Sin 2a
g _ ¢ 2 c? sin 2«
P2 g
: Po dosadent hodnot dostavam i
16 sin 30°
Sp == T

: Hodnota funkcie sinus pre 30 stupniov je jedna polovica, preto obsah podstavy je S, =

= 2 dm”. Dopoéitaj objem trojbokého hranola.

: Obsah podstavy vynasobim vyskou, co su styri decimetre. Dostavam

V=Suv=2-4=38

Objem hranola bude osem decimetrov kubickych.

. Taky isty objem mé aj kocka, ktorej dizku hrany méame vypocitat.

. Je to uZ jednoduché. Vzorec pre objem kocky je V = h3, kde h je hrana kocky. KedZe

objem md byt osem decimetrov kubickijch, tak hrana kocky bude mat diZku dva decimetre.

To preto, lebo
b=V = B2,

: Hrana kocky, ktord ma rovnaky objem ako zadany trojboky hranol, ma dizku dva deci-

metre.
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Priklad 8: Vypocitajte objem a povrch kocky, ak jej telesovd uhlopriecka md diZku 3+v/6 cm.

U: Na vipocet objemu a povrchu kocky potrebujeme poznaf dlzku hrany kocky a.

N«

H G
\
E 1 F
‘ u
D _ja_ _JC
/
/ Us\G, a
A a B

V nacrte kocky si vyznacim telesovi uhlopriecku DF. Vedel by som ju vyjadrit pomocou
dlzky hrany BF kocky. V pravouhlom trojuholniku DBF pouZijem Pytagorovu vetu.

Plati
u? = |BF|* + |BDJ,

lebo pravy uhol v trojuholniku DBF je pri vrchole B.

: Hrana BF mé dlzku a. Zostédva nam vyjadrif dlzku stenovej uhlopriecky BD pomocou

hrany kocky a.

: Opit vyuZijem Pytagorovu vetu. Teraz pre pravouhly trojuholnik BAD s pravym uhlom

pri vrchole A.

A B

: Dokonca, trojuholnik je pravouhly a rovnoramenny. Jeho AB a AD maju

dlzku a.

. Pre stenovi uhlopriecku BD plati

|BD|* = a* + a® = 2a>.

Rovnicu odmocnim.

: Nie je to potrebné. Do vyjadrenia telesovej uhlopriecky u v tvare u?> = |BF|? + |BD|?

potrebujeme druhtt mocninu stenovej uhlopriecky BD.

: Dobre. Za vijraz |BD|? dosadim 2a® a dizka hrany BF je hrana kocky a. Dostdvam

u?> = |BF|* + |BDJ?* = a* + 2a* = 3a°.
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U: Dosadime dlzku telesovej uhlopriecky u = 3v/6. Pre hranu kocky dostavame rovnicu
3a® = (3\/6)2 .
Z: Sucin cisel na pravej strane umocnim tak, Ze umocnim kaZdé z nich a vysledky vynasobim
302 = 32 (\/6)2:9-6:54.
U: Rovnicu vydelime tromi. Druh4 mocnina dizky hrany kocky je rovna &islu 18, pretoze

2:%:

18.
3

a

Z: DZku hrany dostaneme po odmocnent

(z:\/1_8:3\@.

U: Vyborne! Nezabudol si na ¢iastoéné odmocnenie ¢isla 18. Vypocitat objem a povrch kocky,
by uz teraz pre teba nemal byt problém.

Z: PouZijem vzorec pre objem kocky V = a®. Dosadim ¢iselni hodnotu a umocnim
3 3 3
V= b= (3\/5) _ 3. <\/§> —27. (\/5) .

To by mal byt vysledok.

U: Tretia mocnina druhej odmocniny z éisla dva sa d& zapisat ako stcin troch rovnakych

¢initelov
(V2) =v2-v2-va

Z: Aha! Sucin prvych dvoch ddva c¢islo dva. Plati teda (\/5)3 = 2¢/2.
U: Objem kocky sa da vyjadrif v tvare

vV =271. (\/§>3:27-2\/§:54\/§.

Objem kocky je 54v/2 centimetrov kubickich. Vypod&itaj povrch kocky.

Z: PouZijem vzorec S = 6a*. Po dosadeni dostdvam
2 2
§=6-(3v2) =6-8-(V2) =6-9-2=108

Pouvrch kocky je 108 centimetrov Stvorcovych.
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Priklad 9: Objem pravidelného stvorbokého hranola je 192 cm?®. Velkost jeho podstavnej hrany
a telesovej vysky su v pomere 1 : 3. Vypocitajte povrch hranola.

U: Vzorec pre objem hranola je V' = S v, kde S, je obsah podstavy a v je telesova vyska.
Vyjadrit obsah podstavy by pre teba nemal byt problém.

Z: Podstavou pravidelného stvorbokého hranola je $tvorec so stranou a. Obsah podstavy bude

obsah Stvorca, a to je S, = a*.

U: Telesovi vysku v vyjadrime pomocou podstavnej hrany a. Vieme, Ze ich velkosti st v po-
mere a:v=1:3.

Z: Vyska musi byt trikrdt vicsia ako podstavnd hrana. Preto plati v = 3a.

U: Vsetky ziskané skutoc¢nosti dosadime do vzorca pre objem hranola. Preto plati

V = Su=a*(3a) = 3a®.

Z: Za objem dosadim hodnotu 192 a vypocitam diZku podstavnej hrany. Dostdvam
192 = 3a®.

Predelim tromi a odmocnim. Vysledok je 4, lebo tretia odmocnina z cisla 64 je cislo styri.

QZS%:W:AL

U: Teraz uz pozname aj velkost telesovej vysky. Je trikrat vicsia ako podstavna hrana, teda
mé dlzku v = 12 cm. MoZeme vypoéitat povrch hranola.

D’ C’
|
\
A \ B’
|
\
\
|
\
\
|
|
v =3a \
|
|
\
|
|
D% 4 _JC
/
/ a
A a B

Z: Vzorec na vigpocet povrchu hranola je S = 25, + Sy Podstava je stvorec so stranou
4 centimetre a pldst pozostdva zo Styroch zhodnijch obdlznikov. Ich rozmermi si podstavnd
hrana a = 3 cm a telesovd vyska v = 12 cm.
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U: Vzorec pre povrch hranola sa preto d& upravit na tvar
S = 2a® + daw.

Dosad ¢iselné hodnoty a dopocitaj.

Z: Po dosadendi ¢iselngjch hodnét dostdvam
S=2-4+4-4-12=2-16+16-12 = 32 + 192 = 224.

Pouvrch hranola je 224 centimetrov stvorcovych.




