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Limita postupnosti II.

Mgr. Jana Kralikova

U: Pojem by si uz mal poznat. Teraz si zopakujeme a rozsirime nase poznatky.
Z: Ak mdme dand postupnost {a,}.”,, ktorej hodnoty sa bliZia k nejakému éislu a, tak prave

toto cislo a nazyvame limita postupnosti.
U: Dobre. Potrebujeme ale upresnit, ¢o to znamend, Ze ¢leny postupnosti sa blizia k nejakému
a. To vyjadruje definicia limity postupnosti:

Postupnost {a,},~, md limitu a € R prdave vtedy, ked ku kaZdému ¢islu ¢ > 0
existuje také cislo ng € N, Ze pre vsetky prirodzené éisla n = ny plati

la, —a|] < e.

Zapisujeme to takto:

lim a, = a.
n—oo

a=lima, & Ve>03dnoeN, Vn=2ng: la,—a| <e

n—oo

U: Vies ako sa najde limita nejakej postupnosti?

Z: Ano. Najprv sa vypocitaji hodnoty niekolkijch prvijch ¢lenov postupnosti alebo sa narysuje
graf a odhadne sa, k akému c¢islu sa asi ¢leny bliZia.

U: Ale to nastaci. Je potrebné aj dokazat, ze odhadnuté ¢islo a je naozaj limitou postupnosti.
Z: Tento dokaz sa robi pomocou definicie tak, Ze sa riesi nerovnica |a, — a| < .

U: Presne tak. Hlad4 sa, pre ktoré prirodzené ¢islo n je tato nerovnost splnené. Pri hladani
limity sa vSak dé postupovat aj inak.

Z: Nebolo by od veci vediet aj nejaky jednoduchsi postup.

U: Dobre je poznat dve veci:
1. limity niektorych zakladnych postupnosti,
2. vlastnosti, ktoré umoznuju upravit dant postupnost na niektort zdkladni.

N«

. A ktoré su to tie zakladné postupnosti?

1 (0.0}
U: Zatial to bude konstantna postupnost {%} ~, a postupnost prevratenych hodnot {} )

n
n n=1

N«

. Vsetky cleny konstantnej postupnosti maji rovnakiu hodnotu k, takZe tato hodnota bude aj
limitou konstantnej postupnosti. A prevrdtené hodnoty prirodzenych cisel sa pre rastice n
blizia k nule, takZe limita postupnosti prevrdatenych hodnot je 0.

U: Vyborne. Plati

lim k£ =k a lim — =0.

n—0o00 n—oo M,
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Z: A teraz este tie vlastnosti, pomocou ktorych vypocitam limitu kazZdej postupnosti.

U: Kazdej urcite nie. Aby si mohol vypocitat limitu nejakej postupnosti musia byt splnené
urcité predpoklady.

Z: A uZ sa to zamotdva.

U: Ani nie. Tie predpoklady su takéto:
Nech st dané dve konvergentné postupnosti {a,},—, a {b,} .
Na pojem konvergentnost sa eSte pamiitas?

Z: Konvergentnd postupnost je takd, ktord md konecni limitu.

U: Dobre. Tak nech lim a, = a a lim b, = b, pricom a,b € R.
Potom st konvergentné aj postupnosti {a, + b}, {an — b}, {c-an}tre {an b},
a plati:

Limita suctu dvoch konvergentnych postupnosti sa rovna suctu ich limit.

lim (a, +b,) = lim a, + lim b, =a+b

n—oo —00

Limita rozdielu dvoch konvergentnych postupnosti sa rovna rozdielu ich limit.

lim (a, —b,) = lim a,, — lim b, =a —b

Limita nasobku konvergentnej postupnosti sa rovna nasobku jej limity.

lim (c-a,)=c-lima,=c-a, ceR

n—oo n—oo

Limita sucinu dvoch konvergentnych postupnosti sa rovna sucinu ich limit.

lim (a, -b,) = lim a, - lim b, =a-b

Ak navyse plati, ze kazdy ¢len postupnosti {b,} ; je rozny od nuly a aj jej limita je rozna
od nuly, tak:
Limita podielu dvoch konvergentnych postupnosti sa rovna podielu ich limit.

a0 lim a, a

Z: Ako mi takéto pravidld pomézu pri vipocte limit?
U: Ukézeme si to na prikladoch:
3n+1

Vypoditaj limitu postupnosti {a,},_,, ak: a) a, = ,
n

1
b) a, = —.

n2
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N«

/v © v 4 v/ %
:a) Zapisem si ¢o mdam vypocitat:

o 3n+1
lim =...

n— 00 n

3n+1
U: Vyraz nt

rozdel na dva zlomky.

1 1
.- = lim (3_n+_) = lim (3+_) = ...
n—oo n n n—o0 n

U: Ma&S vypoditat limitu sactu dvoch konvergentnych postupnosti - konstantnej postupnosti
a postupnosti prevratenych hodnét.

Z: To je jednoduche:

Z: Limita suctu sa rovna suctu limit, takZe:

. 1
coo=1lim 34+ lim —=3+0=3.

n—oo n—oo N

U: Dobre. Rovnako by si postupoval, keby si mal v ¢itateli rozdiel. Len by si vyuzil pravidlo
pre limitu rozdielu. Podme si ukézat vypocet druhej limity.

Z: b) Zapisem si ¢o mam vypocitat:

lm — =---

n—oo N2

U: Toto je postupnost druhych mocnin prevratenych hodnét. A mocnina nie je ni¢ iné ako
sucin.

N«

: Aha, takZe to zapiSem ako sucin dvoch rovnakych cinitelov a vyuzijem pravidlo pre limitu

suUcinu:
) 1 1 1 1
---zhm(—-—)zhm—-hm—:O-O:O.

n—oo n n n—oo 1, n—oo N,

U: Spravne. Pravidlo pre stcin si mohol vyuzit, pretoze sa néasobili dve konvergentné postup-
nosti. Rovnako by si postupoval, keby jeden ¢initel bol konstantnou postupnostou.

Z: Vtedy by sme vyuzili pravidlo pre limitu nasobku konvergentnej postupnosti.

U: Spravne. A este jedna pripomienka:
Pravidlo pre limitu stctu sa dda rozsirit na lubovolny konecniy pocet séitan-
cov.
Pravidlo pre limitu sucinu sa da rozsirit na lubovolny konecni pocet cinite-
lov. Priklady na vypocty roznych limit ndjdes v rieSenej Casti.

U: Poznés a ?
Z: Pravdaze. Aritmetickd postupnost {a,} — je dand prvgm clenom ay a diferenciou d. Kazdy
jej clen sa dd vypocitat podla vzorca:
ap =a;+ (n—1)-d.
U: Dobre. Kedy je aritmetickd postupnost konvergentna?

Z: Uf. To neviem.
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U: A vie$ ako zavisi monoténnost a ohranicenost aritmetickej postupnosti od diferencie d?

Z: Takto:

- ak je d > 0, tak je postupnost rastica, zdola ohranicend prvym clenom a zhora neohra-
nicend.
- ak je d < 0, tak je klesajuca, zhora ohranicend prvym clenom a zdola neohranicend.

U: Ano. V oboch t§chto pripadoch je postupnost . Ostala este jedna moznost.

Z: - ak je d = 0, tak je aritmetickd postupnost konstantnd a ohranicend zhora aj zdola.

U: Ano. A kazda konstantna postupnost je . Limitou je vtedy hodnota prvého
¢lena. Pozri si nasledujtice zhrnutie:

Pre aritmetickt postupnost plati:
lim a, = +o00 pre d>0,

n—oo

lim a, = —0c0 pre d<0,

n—oo

lim a, = aq pre d=0.

n—oo

U: A teraz sa porozpravame o geometrickej postupnosti.

Z: Geometrickd postupnost {a,})", je dand progm clenom ay a kvocientom q. Kazdy jej élen
sa da vypocitat podla vzorca:

ap = ay - qnil‘

U: S monoténnostou a ohranicenostou geometrickej postupnosti je to trosku komplikovanejsie.
Povieme si len, kedy je konvergentna a kedy divergentna.

Z: Konvergentnd je urcite vtedy, ak je kvocient ¢ = 1. Vtedy je geometrickd postupnost kon-
stantnd.

U: Spravne. Konvergentna je aj vtedy, ak ¢ € (—1,41). Hodnoty ¢lenov sa blizia k nule - bud
len z jednej strany, ak je kvocient nezaporny alebo z oboch, ak je zaporny.

Z: A ¢o ostatné hodnoty kvocienta?

U: Geometrickd postupnost je divergentnd pre ¢ > 1. Diverguje do plus nekonec¢na, ak ma
kladny prvy ¢len alebo diverguje do minus nekonecna, ak ma zaporny prvy clen.

Z: Rozumiem. Ak je prvy clen kladny a kvocient je vicsi ako 1, tak vsetky dalsie hodnoty
budi stdle vicsie a vdcsie. Preto je nevlastnd limita plus nekonecno. A ak je prvy clen
zdporny a budem postupne ndsobit kladnym kvocientom, vicsim ako 1, tak vsetky cleny
budi zdporné a budi sa bliZit hodnote minus nekonecno.

U: Ostala ndm moznost, ze ¢ = —1. V takom pripade ¢leny postupnosti striedaji znamienka
a limita postupnosti neexistuje.

Z: Preco?

U: Ak je a; # 0 a ¢ = —1, tak ¢leny postupnosti nadobtdaju len dve mozné hodnoty a; a —a;.

Postupnost je divergentnd a nemd limitu. A ak je ¢ < —1, tak ¢leny postupnosti maja

..........

je tiez divergentna a nema limitu.
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Z: Mohli by sme si to zhrnit?

U: Samozrejme. Pozri si nasledujici ramcek:

Pre geometricki postupnost plati:
lim a, =+oc0 pre ¢q>1,a; >0,
n—oo

lim a, = —o0c0 pre g¢qg>1,a; <0,
n—oo

lim a, = a1 pre q =1,

n—oo

lim a, =0 pre  q| <1,

n—oo

lim a, neexistuje pre q < —1.

Z: To je sila! Ako to vyuzijem?

U: Aritmetickd postupnost je, ¢o sa limit tyka, méalo zaujimava. Ale vdaka poznatkom
o geometrickej postupnosti bude$ vedief vypodcitat limity exponencidlnych vyrazov.
Ukazeme si to.

Zisti, ¢ je postupnost {a,} ., konvergentnd alebo divergentnd, ak:

a) a, = (%)n,
b) a, — (%) N

Z: a) Postupnost je konvergentnd, ak md limitu. Pokisim sa ju vypocitat:

1 n
llm (—) — e e .
n—oo 2

U: Postupnost je geometrickd, s prvym ¢lenom a; = % a kvocientom g = % Hodnota kvocientu
je z intervalu (—1,41). V takom pripade je limita postupnosti rovna nule.

Z: Taokze ,
1 n
lim <> =0.
n—o00 2

Postupnost md limitu, teda je konvergentnd. A to je vsetko?

U: Ano. Hodnoty ¢lenov sa predsa stale zmensujt, blizia sa k nule.

NN
5 =

Je to ako v priklade a). Kvocient je q = %, takZe postupnost je konvergentnd.

Z: b) Opit si zapiSem ¢o mam vypocitat:

lim

n—oo

VR

U: To nie je pravda. Postupnost je dand Uplne inak. Uprav si najprv vyraz (%)_n tak, aby
jeho exponent nebol zaporné ale prirodzené ¢islo.
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Z: To sa prevrati hodnota zlomku, ktory umocnujem:

1\ " 2\"
n—oo 2 n—oo ]_ n—oo
A teraz ¢o?

U: Toto je geometrickd postupnost s prvym ¢lenom a; = 2 a kvocientom ¢ = 2. Takato
postupnost je divergentna, jej ¢leny diverguji do plus nekonecna.
Z: Tokze limitu md, nevlastni:
lim 2" = +o0.

n—oo

Z: Na ¢o st ndm vlastne limity potrebné?

U: Vo vyssej matematike sa limity vyskytuju ¢asto. V diferencidlnom a integralnom pocte, pri
zistovani ohranicenosti funkeii, pri rieSeni priebehu funkcii... To vSetko sa eSte len budes
ucit. Ale spomeniem ti dve veci, o ktorych si uz uréite pocul: 7 a e.

Z: Cislo 7 sa vold Ludolfovo ¢&islo. Md priblizni hodnotu 3,1415 . ... PouZiva sa na vypocet
obvodov a obsahov okrihlych tvarov. Cislo e sa nazjva Eulerovo &islo a je to zdklad
prirodzenych logaritmov. Jeho priblizna hodnota je 2,718 . ...

U: Obe hodnoty st zaujimavé tym, ze ich desatinny rozvoj je nekonec¢ny a neperiodicky.
Takéto ¢isla nazyvame iracionalne.

Z: A ako s tym suvisi limita?

U: Obvod jednotkovej kruznice k, teda takej, ktorej polomer je 1, sa vypocita podla vzorca

Oy = 27. Ak sa do tejto kruznice vpisuju pravidelné n-uholniky, tak ich obvody tvoria pre
rastiice n rasticu a ohrani¢ent postupnost.

Z: Ano, zdola je ohranicend obvodom rovnostranného trojuholnika vpisaného do kruznice
a zhora obvodom samotnej kruznice.

U: Presne tak. Rovnako si mozes vytvorit postupnost obvodov pravidelnych n-uholnikov opi-
sanych tejto kruznici. Dostanes klesajicu a ohrani¢enti postupnost.

Z: Zhora ohranicent obvodom rovnostranného trojuholnika. KaZdy dalsi n-uholnik bude mat
vZdy mensi obvod. Zdola je tdto postupnost ohranicend obvodom kruZnice.

U: Hodnota 27 je limitou postupnosti obvodov pravidelnych vpisanych n-uholnikov aj pravi-
delnych opisanych n-uholnikov. Samotné ¢islo 7 je polovicou tejto limity:

m=—-lim O, =< lim O,,.
n— oo 92 n—oo

Ludolfovo ¢islo je pomenované podla holandského matematika Ludolpha van Zeulena, ale
s myslienkou vpisanych a opisanych n-uholnikov prisiel uz staroveky matematik a fyzik
Archimedes. Preto sa mu niekedy hovori Archimedovo ¢islo.

N<

Pekné. A ¢o Eulerovo cislo?
U: Svoj nazov méa podla $vajciarskeho matematika Leonharda Eulera a je definované takto:

) 1 n
e = lim (1 + > )
n—oo n
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Z: Chcel by som byt ako Leonhard alebo Ludolph a vymysliet nejakd nocnid moru pre studentov.

U: Ni¢ ti v tom nebrani. V dvoch ¢astiach tejto témy (Limita postupnosti I. a Limita po-
stupnosti II.) sme si priblizili pojem, definiciu, vypocty limit postupnosti a ich vyuzitie.
Odporucam ti pozriet sa aj na priklady v rieSenej casti.
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Priklad 1: Nech lim a,, =4 a lim b, = 7. PouZitim viet o operdcidch s limitami vypocitajte:

a) lim (5a, — 2b,),
b) lim (ay, - b, +8),
14a,,
.
¢ lm =
a, — 1
li :
d)  lim 2, + 1

U: Aké vety o operaciach s limitami poznas?
Z: Viem, Ze limita suctu, rozdielu, sucinu, ndsobku a aj podielu dvoch postupnosti sa rovnd
suctu, rozdielu, sucinu, ndsobku alebo podielu limit tychto dvoch postupnosti.

U: Zabudol si na jeden dolezity predpoklad. Limity tych dvoch postupnosti musia existovat.

Z: Aha, dno. Postupnosti musia byt konvergentné.
U: A ak chce$ pouzit pravidlo pre limitu podielu, musi§ mat zarucené, Ze vSetky ¢leny po-
stupnosti v menovateli, aj jej limita, st nenulové. MoZeme prejst na priklady.

Z: a) Postupnosti {a,},-, a {b,}, -, st konvergentné, ich limity si dan€ konecné ¢isla. Do-
sadim si ¢isla 4 a 7 do vyrazu lim (5a, — 2b,) a vypocitam jeho hodnotu.
n—oo
U: A za ¢o budes dosadzovat?

Z: Predsa za a, ab,.

U: Cisla 4 a 7 ale nepredstavuji hodnoty n-tych ¢lenov a, a b, ale hodnoty limit jednotlivich
postupnosti.

. Tak ¢o mdm robit?

cC N

: Pouzitim vety pre limitu rozdielu postupnosti najprv dostanes:

lim (5a,, — 2b,) = lim 5a, — lim 2b, = ---

n—oo n—o0 n—oo

Teraz vyuzije$ vetu pre limitu nasobku:

coo=5-lima,—2- im b, = - -

n—oo n—oo

Tieto limity st dané. Teraz uz moze$ dosadzovat:

o =5.4-2.7=6.

Z: b) Mam vypocitat lim (a, - b, + 8). Zvladnem to sam. Najprv pouZijem pravidlo pre limitu

suctu a potom pravidlo pre limitu sucinu:

lim (a, - b, +8) = lim (a, - b,)+ lim 8 = lim a, - lim b, + lim 8§ = - --

n—oo n—o0 n—oo n—oo n—oo n—oo
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Hodnoty limit si dané, mozZem ich dosadit. Limita konstantnej postupnosti sa rovnd kon-
stante 8:
o =4-748 = 36.
U: Vyborne. Prejdime na dalsi priklad.

§ 14a,
Z: c) Mdm vypocitat lim a

n—oo

o0 ’

. Predpokladdm, Ze postupnost {b,} ., md len nenulové cleny,

jej limita je tieZ nenulovci,n takZze moZem pouzit pravidlo pre limitu podielu:

L lda, 0 0n
n,glolo 5bn a lim 5bn a

n—o0

teraz v citateli aj menovateli zlomku pouZijem pravidlo pre limitu ndsobku a potom uz

dosadim hodnoty limit: _

n—oo

T 5. lmb, 57 5

n—o0

U: Velmi dobre. Ostala nam poslednd limita.

Z d) Mam vypocitat lim 2ab 1 To bude lahké. Najprv pouzijem pravidlo pre limitu podielu,
n—oo n

v Citateli potom vyuZigem pravidlo pre limitu rozdielu a v menovateli pre limitu suctu.
U: Ukéaz mi to radsej rovno na priklade.

Z: Takze:
N - R o S
W 2b, -1 Lim (26, + 1)  lim 26, + Lim 1

U: V menovateli mas este limitu nasobku.
Z: A to je ndsobok limity, takZe pokracujem:

n—oo n—oo

T2 limb,+ lim1  27+1 5

n—oo n—oo

C

U: Slo ti to velmi dobre.

Uloha :
Dané st také konvergentné postupnosti {a,} — a {b,} -

ne1, 2¢ lim a, =10 a lim b, = —2.

Vypocitajte:
a) lim (a,)?,

b) lim (a, + b,)?,

an - by,
i .
¢) fim -
Vysledok:

5
a) 1000, )64, ) —5.
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Priklad 2: Pouzitim vhodnijch uprav a viet o operdcidach s limitami vypocitajte:

n —1
i
@) fm o
o2 —5n + 3
b) lim — "

n—oo —4n2 4+ — 6

: Aké pravidla pre pocitanie s limitami poznas?

: Viem, Ze limita sictu, rozdielu, siucinu, ndasobku a aj podielu dvoch postupnosti sa rovnd

suctu, rozdielu, sucinu, nasobku alebo podielu limit tychto dvoch postupnosti. Pri podieli
musime mat v menovateli postupnost s nenulovymi clenmi a nenulovou limitou.

: Zabudol si na jeden délezity predpoklad. Limity tych dvoch postupnosti musia existovat.

: Aha, dno. Postupnosti musia byt konvergentné.

: Pri vypocte limit sa niekedy tieto pravidla nedaji pouzit priamo, ale az po vhodnej algeb-

raickej iprave predpisu postupnosti.

: A to uz preco?

: Prave kvoli tomu, Ze v predpise postupnosti nie st konvergentné postupnosti. Ukazeme si

to na priklade.

:a) Mam vypocital lim

- Co sa uz dd urobit so zlomkom

: Ano. Vynasobime teda cely zlomok

on — 1

n—oo 3N + 2

. Ak pouzijem pravidld pre limity dostanem:

b Bn— 1 lim (52— 1)  lim 5n— lim 1 5 lim n—1
1m = — — )
n—co3n+2  lim (3n+2) lim 3n+ lim 2 3- lim n + 2

n—oo n—oo n—o0 n—oo

: To je presne to, o com som hovoril. V ¢itateli aj v menovateli zlomku si dosiel az k limite

z rasticej a neohranicenej postupnosti {n} - .

: Td je divergentnd, diverguje do plus nekonecna. TakZe sa dand limita nedd vypocitat?

: D4. Ale najprv musime urobit Gpravu, ktord sa pouziva pri vypocte limit v tvare podielu

mnohoc¢lenov s premennou n.

om —1

? Ved sa uZ nedad viac zjednodusit.
3n +

: Citatel aj menovatel zlomku vydelime najvys$ou mocninou premennej n, ktora sa v zlomku

nachadza.

: 'V nasom pripade to bude n'?

zlomkom s hodnotou 1 v tvare

3|3 1=

n

_1 _ 1
= lim 5-——= = lim —3
n~>oo7—|—ﬁ n~>o<>3—|—5

5 —1 . hn-—-1

1m .
n—oo 3n + 2  n—oo 3N + 2

3 =]3 =

Vydelili ste kaZdy clen v citateli aj v menovateli premennou n. Nezdd sa mi, Ze by sa to
nejak zjednodusilo.
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U: Cielom nie je vyraz zjednodusit, ale upravit ho tak, aby obsahoval predpisy len konver-
gentnych postupnosti.

: A to uz mame?
: Pozri sa sam. V citateli je sticet konstanty 5 a postupnosti prevratenych hodnoét. V meno-
vateli je rozdiel konstanty 3 a nasobku postupnosti prevratenych hodnot.

C N

Z: Samé konvergentné postupnosti.
U: TakZe teraz uz pravidla pre pocitanie s limitami mdZze$ pouZit.
Z: Dostanem:
. 1 L1
5n— 1 5_1 le5—1Lm— 5—1Lm—
lim = lim n =2 = R =
n—oo3n+2 n—oo3+ =2 lim 3+ lim = 3 +2-lim
n—oo n—oo n—oo

U: Zatial dobre. Limita postupnosti prevratenych hodnot je nula, takZze mozes vydcislit aj to.

_5-0  5-0 5
3420 340 3

U: Vyborne. Len zopakujem, Ze sme pouzili tpravu, pri ktorej sme citatela aj menovatela

vydelili najvy$Sou mocninou premennej n. Budes to potrebovat aj v nasledujicom priklade.

o2n? —b5n+3

Z: b) Mam vypoéitat lim 2T 6 ale mdm tam nejaké divergentné postupnosti.
n—oo —4n n—
U: Vydel ¢itatela aj menovatela najvy$Sou mocninou premennej n, ktora sa tam nachadza.
Z: To je n?:
2
poo 20f=bngd . 2n°—bn+3 S - Tt - -2+
n—oo —4n?+Tn—06 n—co —4n?4+Tn—6 %  n—ooo _fl§‘2+77l—’;—% n—oo —44+ 15

U: Ano. Teraz mas v Citateli aj v menovateli uz len konvergentné postupnosti. Postupnost
prevratenych hodnot prirodzenych ¢isel je nulova a jej nasobok alebo kladna mocnina je
tiez nulovou postupnostou. Ich limita je teda 0.

Z: TakzZe vyuZijem pravidld pre pocitanie s limitami a dostanem:

_ Jm2-lmielm s 9040 2 1
~ lim —4+lim Z—lim & —440-0 —4 2
U: Spravne.
Uloha : 5 o A
n’ —2n+
Vypocitajte li .
ypoctate I nd—n?2+"Tn—1
Vysledok:

5.
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Priklad 3: Pouzitim vhodnijch uprav a viet o operdcidach s limitami vypocitajte:

a) lim (Vn?+n—n),

n—oo

b) nli_}rrc}o(\/n—l—2—\/n—|—1).

U: Aké vety o operaciach s limitami poznas?

Z: Viem, Ze limita suctu, rozdielu, sicinu, ndsobku a aj podielu dvoch postupnosti sa rovnd
suctu, rozdielu, sucinu, nasobku alebo podielu limit tychto dvoch postupnosti. Pri podiel:
musime mat v menovateli postupnost s nenulovymi ¢lenmi a nenulovou limitou.

U: Zabudol si na jeden dolezity predpoklad. Limity tych dvoch postupnosti musia existovat.

Z: Aha, dno. Postupnosti musia byt konvergentné.

U: Pri vypocte limit sa niekedy tieto pravidla nedaju pouzit priamo, ale az po vhodnej algeb-
raickej tiprave predpisu postupnosti. Ukazeme si to na priklade.

Z: a) Mdm vypocitat lim (\/ n?+n— 77) Naozaj nemoZem pouzit Ziadne pravidlo, lebo na-

n—oo
priklad lim (—n) = —oco. Ako mdm teda postupovat?
n—oo

U: UkaZzeme si Gipravu pouzivani pre postupnost s iracionalnymi vyrazmi s premennou n pod
odmocninou.

Z: Presne to tam mdm.

U: Cel4 tprava smeruje k odstraneniu druhej odmocniny vo vyraze v/n? + n. Pomoze ti znadmy
vzorec (A — B) - (A+ B) = A? — B2

Z: Vzorec pozndm, ale neviem ako mi pomoZe.

A? — B2

U: MoézZes ho zapisat v tvare A — B = T Ak teraz polozis A = v/n?+n a B = n, tak
druhtt odmocninu odstranis. Skus to!

Z: ,

Vn?+n) —n? n?+n—n? n
lim (\/n?Jrn—n) = lim ( = lim —— = lim ——.
n—o0 n—oo  \/n2+4n+n n—oo \/n24n+n  n—e\/n24n+n
Ved je to este horsie, odmocninu mam teraz v menovateli!

U: Neboj sa. Pouzijeme tipravu vhodnu pri vypocte limity postupnosti v tvare podielu mno-
hoc¢lenov s premennou n. Vydelime ¢itatela aj menovatela zlomku najvysSou mocninou
premennej, ktora sa tam vyskytuje.

Z: V nasom zomku je najvyssia mocnina n’.

U: Veruze nie. Druht mocninu tam sice mas, ale pod odmocninou. Takze najvysSou mocninou

premennej n je len prva mocnina.

. TakZe vydelim citatela aj menovatela zlomku premennou n.:

33

1

= lim —" = lim ———— = ...

Pri deleni odmocniny v menovateli som vyuZil to, Ze n = V/n?.

) n
«o- = lim

n—oonEtnt+n

ERENERT
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U: Dobre. Teraz uz mozeme pouzit pravidla pre pocitanie s limitami.

B 1 B 1 11
lim (J1+2+1) VIFOHL 1HL2
Z: Dalsi priklad u? skisim sdm.
- A? — B2

Z: b) Mdm vypocitat lim (v/n+2—+/n+1). Opdt vyuZijem vzorec A — B =

pricom A=+vn+2aB=+vn-+1:

A+B"’

2) — 1 1
lim <\/n+2—\/n+1) = lim (nt2)—(n+1) == lim =...
oo n—oo\/n+2+yn+1  nocyn+2+vn+1

: A uz len posledné tprava. Vydel ¢itatela aj menovatela najvy$Sou mocninou premenne;j.

c

: To je teraz n'?

cC N

: Nie. Premennti n mas pod odmocninou. Takze jej najvyssia mocnina ma exponent 3

Z: Najuyssia mocnina je teda vlastne druhd odmocnina. No dobre:
1 1 1 1
- llm . T = llm e llm — e
Vb Vndl e fapzg oyl fiezg 14l

o0
U: Ak si teraz uvedomis, Ze postupnosti {%}Zo_l, {%}Zo_l a {\/%7} su postupnosti, ktoré
- - n=1

maju limitu rovna nule, tak mozes dopocitat limitu takto:

0
.= et 0
v14+0+ /140
Uloha :
Vypocitagte lim (vn? —4n +5 —n).
Vysledok:

—2.
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Priklad 4: Pouzitim vhodnych uprav a viet o operacidach s limitami vypocitajte:

n

I

a) Jm S
4n+1 2n

b) lim +

n—oo 4n—1 — on+1’

: Aké pravidla pre pocitanie s limitami poznas?

: Viem, Ze limita suctu, rozdielu, sucinu, ndasobku a aj podielu dvoch postupnosti sa rovnd

suctu, rozdielu, sucinu, ndsobku alebo podielu limit tychto dvoch postupnosti. Pri podiels
musime mat v menovateli postupnost s nenulovymi ¢lenmi a nenulovou limitou.

: Zabudol si na jeden délezity predpoklad. Limity tych dvoch postupnosti musia existovat.

: Aha, dno. Postupnosti musia byt konvergentné.

: Pri vypocte limit sa niekedy tieto pravidla nedaji pouzit priamo, ale az po vhodnej algeb-

raickej iprave predpisu postupnosti. Ukazeme si to na priklade.

cNooC

N«

N«

:a) Mdm vypocitat lim

n

. Postupnosti {2"} 7, a {3"},—, si divergentné, ich limity

n

00 Qn _|_ 371,

st plus nekonecno. Znamend to, Ze aj lim

=+o0?

: Nie, znamend to len, Ze pravidla pre operédcie s limitami nemdze$ pouzif. Ale mozes si

vyraz upravit tak, aby ho tvorili predpisy len konvergentnych postupnosti.

: Ako?

.....

: V nasom pripade je to 3". TakZe:

371
" " 3n 1
lim — = lim . ?’Tn = lim =5 3 — = lim =
n—oo 2N + 3n n—oo 21 + 3n 3 nooo 2 3 n—oo
3—n + 3—n +1

: Dobre. Dalej vyuzi pravidlo pre podiel mocnin s rovnakym exponentom. Dostanes tak

vyraz, v ktorom s predpisy len konvergentnych postupnosti. Budes moct vyuzit pravidla
pre pocitanie s limitami.

: Tak nagprv — podiel mocnin s rovnakym exponentom sa rovnda mocnine podielu:

. 1 1 1
...:llm = 2 ) :0+1:1

: Vyborne. Vyuzil si, Ze postupnost {(%)n}zo:l je konvergentna, jej limita je 0. Okrem nej

bol v zlomku uz len predpis konstantnej postupnosti {1}~ . Jej limita je 1. Prejdi na

priklad b).
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N«

: ' b) Mdm wvypocitat lim

4n+1 + on

n—oo 4n—1 — 9n+1"
divergentnych postupnosti, takZe najprv pouZijem nejaki algebraickiu upravu. LenZe, mdam
tam nielen rozne zdklady ale aj rozne stupne mocnin. Cim mdm teraz delit?

V' citatelt aj v menovateli mdm predpisy samych

: Stale plati, Ze deli§ mocninou s najvicsim zakladom. A ¢o sa stupiia mocniny tyka, mozes

si vybraf ¢ to bude n— 1, n alebo n+ 1. Ja ti odporicam vybrat si ten najnizsi stuperi.

: Dobre. Vydelim teda citatela aj menovatela mocninou 4™ 1:

1 4n+1 N on
. 4n,+1 + 2" . 4n+1 + 2" 47’1,—1 . 4n—1 4n—1
nlglolo gn—1 _ 9n+1 - nll_}I{.lo 4n—1 _ 9n+1 1 T nh_{go gn+1 =
gn—1 - gn—1
Nieco sa mi vykrdti a dostanem:

£ o PR P

- = lim < N i . G
00 2n+l 00 2n+1 00 2n+1
o gn—1 o gn—1 o gn—1

A teraz ¢o?

: Uprav si Citatele a menovatele malych zlomkov tak, aby obsahovali rovnaky stupen moc-

niny. Potom vyuzi pravidlo pre podiel mocnin.

n—1 n—1
ey 227 1642 (2 16+2. (1
4n71 4 . 2 .

-o- = lim = lim

00 22 . 277,—1 N 00 9 n—1 00 1 n—1
1—-— —4.(Z —4.( =

: Pokusim sa.

U: V tomto vyraze mas predpisy uz len konvergentnych postupnosti {(%)n_l} , {16}, a
n=1
{1}77,. Mozes pouzit pravidld pre poéitanie s limitami.
Z
1 n—1
16+2-1i =
* nliﬁlo<2> 16+2-0
pu— _1 pu— = 16.
1\" 1—-4-0
1—4- lim | =
n—oo 2
Uloha :
Vypocitagte:
3n + 4qn 2n+1 _|_3n+1
a) lim , b)) lim ——.
Vysledok:

a) —1, b)3.
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Priklad 5: Pouzitim vhodnych uprav a viet o operacidach s limitami vypocitajte:

1+2+3--+n

YT e
1 3 5 o — 1
b) lim n

Jim (n+1)2+(n+1)2+(n+1)2+w+—(n+1)2 .

U: Aké pravidla pre pocitanie s limitami poznas?

Z: Viem, Ze limita suctu, rozdielu, sucinu, ndsobku a aj podielu dvoch postupnosti sa rovnd
suctu, rozdielu, sucinu, nasobku alebo podielu limit tychto dvoch postupnosti. Pri podieli
musime mat v menovateli postupnost s nenulovymi ¢lenmi a nenulovou limitou.

U: Zabudol si na jeden dolezity predpoklad. Limity tych dvoch postupnosti musia existovat.

Z: Aha, dno. Postupnosti musia byt konvergentné.
U: Pri vypocte limit sa niekedy tieto pravidl4 nedaji pouzit priamo, ale az po vhodnej Gprave
predpisu postupnosti. UkaZeme si to na priklade.

5 ;. 1 +243---+n
Z: a) Mdm vypocitat lim 5
n—oo n

zlomok na sucet n malych zlomkov # + % + % + -+ %, tak dostanem sucet predpi-
sov samych konvergentnych postupnosti prevratenych hodnot. Ich limity su nuly, takZe aj

vysledna limita je nula. Hotovo.

. to je wvelmi jednoduché. Ak si rozdelim dani

U: To bolo rychle a nespravne.

Z: Preco? Ved som len vyuzil pravidlo pre limitu suctu konvergentnych postupnostt.

U: Ano, ale toto pravidlo plati len pre sticet koneéného poctu konvergentnych postupnosti.
V danom priklade je ale pocet zlomkov nekonecny.

. A teraz co?
: Teraz treba pouzit nejakt upravu, ktora ti dany vyraz zmeni tak, aby si pravidla pre
pocitanie s limitami mohol pouzit.

C N

Z: Tak uz ma nenapinagte.
U: VSimni si éitatela zlomku. M4 v tiom stcet prvych n prirodzenych ¢isel. Vies ho vypocitat?
Z: Jasné. PouZijem vzorec pre sucet prvijch n clenov s proym

clenom 1 a diferenciou 1:
1
1+2+3-~~+n:§~n~(n—|—1).

1
U: Vyborne. Nahrad teda v limite sucet 1 +2 + 3--- 4+ n vyrazom 5 (n+1).

N(

lim = lim
n— 00 n n—oo -n

14243--4n .. n-(n+1) . n*+n Y <n2 n)
A ) = lim )=
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Vykrdtim a moZem vyuZit pravidld pre pocitanie s limitami:

i (Y o b oL L 1
A \g Ty, ) T s T S T Ten

N«

1 3 2n — 1

: b) Mdam vypoéitat lim [ + 4420 -
) Yy n—oo | (n+ 1)2 (n+ 1)2 (n + 1)2
dam. NemoZem limitu celého vyrazu rozdelit na sucet limit z jednotlivych zlomkov, lebo

tych séitancov je nekonecne vela.

} . Teraz sa uz nachytat ne-

U: To je velmi rozumny zaciatok. Ako teda bude§ postupovat?

Z: Zlucil by som to vsetko na spoloéného menovatela a potom v citateli séitam cisla:

lim

n—oo

[ 1 3 +zn—l]_. 1+3+---4+2n—-1
(n+1)7%  (n+1)° (n+1) n—o0 (n+ 1)

A teraz si upravim citatela. Opdt tam mdm sicet prugch n clenov aritmetickej postupnosti
s prvgm c¢lenom 1, ale s diferenciou 2. VyuZitim vzorca pre sucet prvyjch n ¢lenov dostavam:

1 1 )
1+3+5+---+ :§-n-(1+ ):§-n-2n:n.
U: Velmi dobre. Mo6ze$ pokracovat vo vypocte limity.
Z ) )
= lim s " _

5 im —————
n—>oo(n_|_1) n—oo N 4+ 2n + 1
U: Ako sa pocitaji limity vyrazov v tvare podielu mnohoclenov?
Z: Najprv vydelim citatela aj menovatela najvyssou mocninou premenne;:
TL2
s 1
nooe Gt e lbat

n?

= lim —m— -
n—oon? +2n +1

3 |H|:m|H

U: Teraz uz mas vo vyraze len predpisy konvergentnych postupnosti, takze mozes vyuzit
pravidla pre pocitanie s limitami.

Z:
S l+lim i+ lm L 14040
Utoha 24 A+6+ - +2
Vypocitajte lim iy
n—oo 5n?
Vysledok:
1

5
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Priklad 6: Pouzitim vhodnijch uprav a viet o operdcidach s limitami vypocitajte:

) 1+2+4+---42"
lim .
oo 1+ 5+ 25+ -+ 5"

U: Aké vety o operaciach s limitami poznas?

Z: Viem, Ze limita suctu, rozdielu, sucinu, nasobku a aj podielu dvoch postupnosti sa rovna
suctu, rozdielu, sucinu, ndsobku alebo podielu limit tychto dvoch postupnosti. Pri podiels
musime mat v menovateli postupnost s nenulovymi ¢lenmi a nenulovou limitou.

U: Zabudol si na jeden dolezity predpoklad. Limity tych dvoch postupnosti musia existovat.

Z: Aha, dno. Postupnosti musia byt konvergentné.
U: Pri vypocte limit sa niekedy tieto pravidla nedaju pouzit priamo, ale az po vhodnej algeb-
raickej iprave predpisu postupnosti. Ukazeme si to na priklade.

s 142444427 o , .;

. Mam vypocitat lim : . Mohol by som citatela aj menovatela vydelit
_ n—oo 1l +5+254 - 45" _ o _

mocninou vicsieho zdkladu. Bolo by to 5. V citateli aj v menovateli by som tak dostal

sucty predpisov uz len konvergentnych postupnosti.

N«

U: A kolko séitancov by tie suc¢ty mali?

: Predsa n.

C N

: Lenze premennd n sa blizi do nekonec¢na. A pravidlo plati len pre sicet konecéného
poctu konvergentnych postupnosti. V danom priklade by bol v ¢itateli aj v menovateli
pocet zlomkov nekonecny.

N«

: A teraz co?

U: Teraz treba pouzit nejaka Upravu, ktord ti dany vyraz zmeni tak, aby si pravidla pre
poéitanie s limitami pouzit mohol.

Z: Tak uZ ma nenapinagte.

U: V citateli aj v menovateli mas . Vyjadri
tento stcet vzorcom.
Z: V citateli je geometrickd postupnost s proym clenom a1 = 1 a kvocientom q = 2. Jej sucet

sa vypocita takto:
" —1 2" —1

Sp = aj - =1- =2" —1.
qg—1 2—1
V menovateli je geometrickd postupnost s prvym clenom a; = 1 a kvocientom ¢ = 5. Jej
sucet je:
q" —1 ] 5" —1
-1 5-1
U: Dobre. Teraz mozes tieto vysledky dosadit do povodného predpisu.
Z
. 1+24+4+4---427 .o 2h—1 . 2"—1
lim = lim =4- lim =

n—ocol 4+5H+25+... 457 n—00 n—oo H — 1
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U: Teraz vyuzi tupravu, ktoru si chcel urobit na zaciatku. Vydel ¢itatela aj menovatela moc-

ninou 5".
2" —1 5n Bn . 5 5

Z: Takze:
"':4'7}%10571—1 :47}320ﬁ: "}LIE" 1 N
5n Hn -~ \5

g\ﬁ\fg\p

U: A mozes vyuzit pravidla pre pocitanie s limitami.

Z:
2\" 1\"
lim 1 — lim (—)
n—o00 n—oo \ H
Hotowvo.
Uloha : L4+34+94 L
Vypocitajte lim 3 .
Vysledok:
1

5"
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Priklad 7: Vypocitajte limity:

lim —

@) Mmoo 1
3n2 —4

b) li

) Jim ——,
4 — 3n2

¢) lim n

Z: Vsetky tri priklady si velmi podobné. Na viypocet limit pouZijem nasledujicu tpravu —
vydelim citatela aj menovatela zlomku najvysSou mocninou premennejn. Vo vsetkyjch troch
prikladoch to bude n?.

U: Dobre. Ukaz mi to najprv na prvom priklade.
Z: a)

8
lim = lim .
n—oo 3n?2 —4  n—oo 3In2 —4

Kedze v citateli aj v menovateli mdm uZ len konvergentné postupnosti, moZem dalej pisat:

; 5
om0
~ lim3—lm 4 3-0

n—o0 n—oo

U: Vyborne. Postupnost je konvergentnd a jej limitou je &islo 0.

Z: b) Druhd postupnost je prevrdatend k tej prvej. To bude tieZ lahké:

4

|~

3_ 4 lim 3 — lim

. 377,2 —4 . 3”2 — 4 ) . 2 N—00 N—00 n? 3 — 0 3
lim = lim - = lim = = - = = = —.
n—o00 n— oo — n—oo —5 hm - O 0

n n n—oo ™

A teraz ¢o? Nulou sa delit nedd.

U: Vysledok, ktory si dostal znamena, ze kladné cislo 3 v citateli si delil stale mensim
a menstm kladngym c¢islom. Limitou menovatela je nula. Vysledok zlomku bude teda
stale vicsie a vicsie kladné ¢islo. Limitou celého zlomku bude plus nekonecno:

o 3n?—4
lim = +o00.

n—oo

Postupnost je divergentnd a ma nevlastni limitu +oo.

Z: c) Tretia postupnost sa od druhej lisi len opacnymi znamienkami v Citateli. Som zvedavy,
¢o to urobi s vysledkom.:

. 4 .
n? 2 1 4 lim % — lim 3
e n—oo o e lim 5 0 0
n n n

n—oo
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KedZe delim zaporné ¢islo —3 malymi kladnymi &islami blizkymi k nule, tak
vysledok bude zaporny. Cim mensi bude menovatel, tym vicsia bude absolitna hodnota

celého zlomku:
4 — 3n?

lim = —00.

n—oo

U: Spravne. Postupnost je divergentnd a md nevlastni limitu —oo.

Uloha :

Vypocitagte limity:

2-10
a) lim r ;
n—oo n
6 —n®

b) lim ————M.

) 1
Vysledok:

a) +oo,

b) —oo.
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Priklad 8: Zistite, ¢i je ohranicend postupnost
2n L +11%
n+1 3n J,._,

U: Ako by si zistil, ¢i postupnost je ?

Z: Vypocital by som si niekolko prujch clenov a odhadol by som, akymi ¢islami si asi ohra-
nicené. Potom by som dokdzal, Ze tie ¢isla su naozaj ohraniceniamsi celej postupnosti.

U: A ako by si to dokézal?

Z: Vyriesil by som dve nerovnice — jednu pre dolné€ a jednu pre horné ohranicenie. Ak cisla
st ohraniceniamsi, tak mi z nerovnice vyplynie nejaky pravdivy vyrok.
U: Tak mi to predved na danej postupnosti.

V w123
Z: TakZe najprv zopar clenov: 0 — 2n N n+1 12 1§ 11_7
n+1 3n 3 6 18

U: Postacuju ti prvé tri ¢isla na odhad ohranicenosti?

N«

. Ano. Zdola bude ohranicenim urcite ¢islo 0, lebo cleny postupnosti si len kladné &isla.

2
Mohol by som asi zvolit aj hodnotu 15, ale nula postaci tiez.

c

: TakZe dolné ohrani¢enie d = 0. Cim je asi postupnost ohrani¢ena zhora?

Z: Aj to pekne vidiet. Hodnoty sa blizia k dvojke. Horné ohranicenie h = 2.
U: Vyslovil si hypotézu, pod ju dokézat.
Z: Dokdzem, Ze pre kazdy clen a, nasej postupnosti plati: d < a, < h.
2 1
Teda, Ze pre kazdé n € N plati: - ak d =0 tak n + nt >0,
n+1 3n
2 1
gk h=2 tak L)
n+1 3n

U: Dobre. Dalej by si riesil tieto dve nerovnice. Pomézem ti s nimi. Prva je jasna. Sam si
povedal, Zze ¢leny postupnosti st len kladné ¢isla.

N«

: Ano. V oboch zlomkoch na lavej strane nerovnice mdm len kladné ¢isla, takZe aj ich sicet
bude kladny. Prvd nerovnica teda plati pre kazZdé prirodzené cislo n.

U: Spravne. Druha nerovnica ma tvar:
2n 4+ 1 <2, odtial po Gpravach dostaneme n*—4n+1<0.
n—+1 3n
: A teraz co?
: Vyriesis . Ak by si mal kvadratickt rovnicu 22 — 4z +1 = 0, tak
pomocou vzorca pre jej korene dostanes:

C N

—(—4)i\/2(.—f)2—4-1-1 :412\/ﬁ:21ﬁ.

T2 =

takie 71 =2-V3=0,3 a x2=2+4+V3=3,7.
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Z: Tomu vobec nerozumiem. Co mi to vlastne vyslo?

c

: Parabola, ktora je grafom f: y=a%—4x+1 pretina os x priblizne
v bodoch 0,3 a 3,7. Funkéné hodnoty pre ¢isla z = 1,2, 3 st pod osou x a nad osou x si
funkcéné hodnoty pre ostatné prirodzené cisla.

: Nerovnica bola v tvare n? —4n+1 < 0. TakZe tdto nerovnost je splnend len pren = 1,2,37

cC N

: Ano. Cislo 2 zhora ohrani¢uje len prvé tri ¢leny. Nie je ohrani¢enim celej postupnosti.

Z: Uff. Takze musim vypocitat hodnoty viaceryjch clenov, urobit novy odhad horného ohramni-
éenia a dokdzat jeho platnost.
U: Mam lepsi ndpad. Pri tedrii limit sme si uviedli a dokazali vetu (alebo vlastnost — ak

chees), 7ze kaZdd konvergentnd postupnost je ohranicend. Nepomohlo by ti to?

. Ak najdem limitu, tym mdm zabezpecent ohranicenost?

C N

: Ano. N4jst limitu by nemal byt problém.

N«

: To nie. Vydelim oba zlomky najvyssou mocninou premennej n. Sledujte:

’ 2n_ on4l) 2n %+n+1 2\ g 2 +1+%
11m = l1im . = .= = l1im = ...
n—oo \ 4+ 1 3n n—oo \n + 1 % an % n—oo \ 14 1 3

U: Dobre. V citateli aj v menovateli oboch zlomkov mas teraz predpisy uz len samych kon-
vergentnych postupnosti. Méze$ pouzit pravidla pre pocitanie s limitami.

Z: Vykonam:
141 lim 2 liml—l—lim%
— 1 1 n — n—oo n—oo n—oo
T+ L a3 lm 1+ lim 2 lim 3
2 +1+0_2+1_Z
140 3 3 3

Postupnost md konecni limitu, takZe je konvergentnd a teda je ohranicend. To bol ovela
jednoduchsi postup. Nabudice uZ budem zistovat ohranicenost pomocou limity.

U: Vedel by si mi teraz povedat ¢o je hornym ohrani¢enim nasej postupnosti?
Z: Na zaciatku som si myslel, Ze je to cislo 2. Ale ukdzalo sa, Ze je to mdlo. Teraz vidim, Ze

horngm ohranicenim je cislo 3"

e S . ’ . . s v/ 7 v/ U U
U: Ano. Postupnost je rastiica a jej hodnoty sa blizia k ¢islu 3" Toto ¢islo alebo Tubovolne

vécsie Cislo je hornym ohranicenim.

Uloha :

Zistite, ¢i je ohranicend postupnost {

n?+7)%
8n? | _,

Vysledok:
Postupnost je ohranicend.




