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Vzorce pre poloviény argument
RNDr. Marian Macko

o . Ve /w7 7T
U: Vedel by si vypocitat hodnotu funkcie sinus pre argument rovny ¢islu g?

T
Z: Viem, Ze hodnota funkcie sinus pre cislo 1 je - Hodnota pre argument

2
rovny c¢islu g by mohla byt polovica tejto hodnoty. Teda ¢islo T

U: Také jednoduché to nebude. Funkcia sinus nie je . Nesprava sa teda tak,
ze kolkokrat mensia je hodnota argumentu, tolkokrat je mensia funkéna hodnota. Vzorec,
ktory potrebujeme na vyrieSenie zadanej ulohy, dokédZeme odvodif pre nas z uz znamych
vzorcov. Jeden vzorec vyjadruje hodnotu funkcie . Na
jeho zapis pouzijeme Q.

Z: Hodnota funkcie kosinus pre dvojndsobok uhla o sa dd vyjadrit ako rozdiel druhych mocnin
hodnot funkcii kosinus a sinus uhla «o:

cos 2a = cos? o — sin? .

U: Druhé mocniny hodnét funkcii a sa vyskytuju aj v
cos® a + sin® o = 1.

Vyjadri odtial vyraz cos® o a dosad do vzorca pre dvojnasobny argument.
Z: Odcitam druhid mocninu funkcie sinus premennej «. Dostavam

cosla =1—sin?a.

Dosadim do vzorca pre dvojndasobny agument

cos2a = (1 — sin® a) — sin® a.

Po odstranent zdatvoriek dostanem

cos2a =1 —2sin’a.
U: Z poslednej rovnosti vyjadrime vyraz sin a.
Z: Odcitam cislo 1
cos2a — 1 = —2sin’ a,
a vydelim cislom —2

cos2a —1 . 9
——— =sin“a.
-2
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U: Znamienko minus z menovatela zlomku zohladnime v ¢itateli. Potom plati

1 — cos2a
2

sin?a =
Nakoniec vyrazy na oboch stranach rovnice odmocnime

1 — cos2a
2

Z: Preco ste dali na lavej strane absoltitnu hodnotu?

|sina| =

U: Vyraz sin? a nadobtida iba nezaporné hodnoty, tak ako odmocnina. Hodnoty vyrazu sin o
vSak mozu byt aj zdporné. Vieme, zZe plati vVu? = |u/.

N«

: Dobre, porozumel som. Este mi vysvetlite, ako odvodeny vztah vyuZit na rieSenie zadanej
tlohy.

U: Nie sme eSte na konci odvadzania vzorca. Potrebujeme pracovat s polovi¢nou hodnotou

argumentu. Preto pouzijeme substitiiciu. Namiesto premennej o pouzijeme vyraz % Potom

2ce = x. Dosadime a dostavame vysledny vzorec

- 1 —coszx
=4/ 5 )

LT
sin—
2

- x
Z: Pochopil som spravne, Ze absolitnu hodnotu vgrazu |sin §| odstrdnim podla toho, do kto-
rého intervalu patri %?
v z / ﬂ- x 7T 7’ 7 .
U: Ano. V nasom priklade pozname cos T preto hodnota 3= 3 a ta patri do intervalu

(O; g) Pre takéto cisla je hodnota funkcie sinus kladna. Teda

N«

9 , ,
: Clize, ak by napriklad g bolo rovné cislu g, tak by bola zaporna,

lebo pre argumenty z intervalu (m; 27) je hodnota funkcie sinus zapornd. Potom by platilo

x 1 —rcosx
U: Vyborne. Uréme este, pre ktoré hodnoty premennej = plati vzorec ‘smi‘ = ”T .
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pod odmocninou musi nadobidat nezdporné hodnoty. Teda

1 —cosx

> 0.
2 =
: Vynasobime c¢islom 2 a dostavame
1—cosz = 0.
: Pripocitam vyraz cosx:
1 = cosw.

Ale to plati vzdy, lebo funkcia kosinus nadobida hodnoty iba z uzavretého intervalu
(—1; 1).

N«

N«

N«

: Analogickym sposobom by sme odvodili vzorec pre hodnotu funkcie kosinus poloviéného

argumentu. Dostali by sme

T 1+ cosxzx
‘cosf = ”T'

. Aj tento vzorec plati pre véetky redlne cisla x?

1+ cosz

: RieSenie podmienky je analogické. Hodnoty vyrazu — pod odmocninou musia byt
nezaporné. Teda
1+ coszx >0
5 =

: Opit vyndsobime c¢islom 2. Dostaneme

1+4+cosx = 0.

Odcitame cislo jedna
cosz = —1.

A to plati pre kazdé realne cislo .

: Odvodit analogické vzorce pre funkcie tangens a kotangens uz nebude problém. Ako je

definovana funkcia tangens?

: Hodnota funkcie tangens je dand podielom hodnot funkcii sinus a kosinus:
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U: To isté plati aj pre poloviény argument

4
S1n 5
COsS 5

My mame vyjadrenia pre absoltitnu hodnotu vyrazov sinus a kosinus polovi¢ného argu-
mentu. Preto budeme vyjadrovat absolutnu hodnotu aj pre . Plati

Z: Po dosadeni vzorcov pre hodnoty funkcii sinus a kosinus polovicného argumentu dostavame

o /1 —cosw
2 ‘COSE‘ l1+cosz
2 VT

Podiel odmocnin moZeme upravit na odmocninu z podielu:

e

1—cosxz

2
1+cosz °

U: V zlozenom zlomku sa dvojky vykratia a vysledny vzorec bude
x 1 —cosx
e
2 1+ coszx
Tento vzorec neplati, ak vyraz 1 + cosz je rovny nule.

Z: Cize kosinus sa nesmie rovnat ¢islu —1. Hodnoty argumentu x patria do mnoZiny redlnych
cisel, okrem cisel v tvare m + 2km, kde k je celé cislo.

U: V zévere uvedieme prehlad vzorcov pre poloviény argument.

1 —

smE :\/ﬂ;xER

2 2

T 1+ cosx cR
COS=| =\|—F— T

2 2 ’

€T 1 —coszx
t_‘:,/—; R — {7+ 2km; ke Z
’92 1+ cosx re {WJF m < }
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Priklad 1: Bez pouzitia kalkulacky a tabuliek vypocitajte sin 17T—2

U: PouZijeme vzorec pre poloviény argument:

. I‘ 1 —coszx
sin—| =4/ —————.
2 2

x ™
Zlomok 5 je v nasom pripade rovny ¢islu 5 Aké je x?

Z: Dvakrdat vicsie. Teda x = %

T
U: Druhé vec, ktort si musime uvedomit, je do ktorého intervalu patri argument E?

Z: Cislo l patri do intervalu (0; Z)
12 2
U: Pre takéto ¢islo je hodnota funkcie sinus kladné. Preto moZzeme odstranit absolttnu hod-

notu. Dostavame

Pokracuj vo vypoctoch.

< 7 3
Z: Hodnota funkcie kosinus pre cislo /6 je rovnd cislu - Tuito hodnotu dosadim do vzorca

a mam

U: Zlomky v citateli zlozeného zlomku pod odmocninou upravime na spoloéného meno-
vatela. Je nim ¢islo 2. TakZe méame

Z: V menovateli zloZeného zlomku si moZem predstavit ¢islo dve jedniny. Preto upravim
zloZeny zlomok tak, Ze sucin vonkajsich vyrazov zloZeného zlomku predelim sucinom vni-
torngych vyrazov. Potom

T 2—\/§

sin — =
12 4

U: KedZe odmocnina zo zlomku sa d4 zapisat ako podiel odmocniny z ¢itatela a menovatela,
tak mame zlomok
23

V4

Ale ¢&islo 4, ktoré je v menovateli zlomku sa dd odmocnit. V menovateli zlomku tak
dostaneme cislo 2.

N(
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U: Spravne. Vysledok tlohy bude zapisany v tvare

Uloha : Bez pouZitia kalkulacky a tabuliek vypocitajte: cos (

Vysledok: —

2+/2
2

T 2—\/§

sin — =
12

2

417

8

)
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Priklad 2: Bez pouzitia kalkulacky a tabuliek vypocitajte sin g, ak plati:

3
sinz =—-0,8 ax € <7T; g)

Z: Pouzil by som vzorec pre vypocet hodnoty funkcie sinus polovicného argumentu
‘ ‘ 1) 1 —coszx
sin—| =4/—F—.
2 2

x , .. . 3
U: Do akého intervalu patria hodnoty > ak podla zadania vieme, ze x € (’/T; ;) ?

3
Z: Hodnoty budiu polovicné. Preto patria do intervalu (Z —W)

2" 4
U: Tento interval je ¢asfou intervalu (g, 7T), v ktorom nadobuda kladné hod-
1—
noty. Teda sinz = \/ﬂ-
2 2
Z: Nepozndme viak hodnotu funkcie premennej x.

U: Zadana je ale hodnota funkcie sinus. Hodnoty tychto dvoch funkcii spolu stivisia. Spomenies
si na ?

Z: Mate na mysli
sin?z + cos’ z = 17

U: Spravne. Za sin x dosadime zadanu hodnotu a vypocitame kosinus.
(—0,8)* +cos’xz =1

Pokracuj vo vypoctoch.

Z: Umocnim a dostdvam
0,64 + cos’z = 1.

Odpocitam cislo 0,64
cos’z=1—0,64,

teda na pravej strane bude cislo 0, 36.

U: Vyrazy na oboch stranich rovnice cos?z = 0,36 odmocnime. Nesmieme zabudnif, Ze
odmocnina z druhej mocniny da absolutnu hodnotu z daného vyrazu. Preto

|cosz| =0,6.
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Z: Na absolitnu hodnotu by som bol zabudol. Dobre, %e ste to pripomenuli. Ked%e x patri do

3m , ,
otvoreného intervalu (w; 7) , bude hodnota funkcie kosinus zaporna:

cosx = —0,6.

U: Tato hodnotu stadi dosadif do vzorca pre poloviény argument, vyraz pod odmocninou
upravit a dostaneme vysledok, ¢islo /0, 8.

N 1—(—0,6)_\/1,6_
sm§—\/T— 5 = 0,8

Uloha : Bez pouZitia kalkulacky a tabuliek vypocitajte cotgg, ak plati:

sint =—0,8 azx € <7T; 37%)

1
Vysledok: 3
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e Vo 7/ v/ N v . :'E' .
Priklad 3: V mnozine redlnych cisel vyrieste rovnicu cos B +sinz = 0.

U: Ukazeme si dva spOsoby riesenia tejto rovnice. Jednoduchsi spésob bude zalozeny para-
doxne nie na vzorci pre poloviény argument, ale na vzorci pre dvojnasobny argument.

Sta¢i prement x v argumente funkcie sinus napisat ako dvojnésobok hodnoty 5 Potom

dostavame _
cos£+sin (2-£> =0
2 2 '
Ako sa da vyjadrit sin 2a?

Z: Ide o vzorec pre hodnotu funkcie , a plati

Sin 2cc = 2sin o cos av.

v 7’ . 7 x . ’ ./ 7
U: V nasom pripade je « Tovna 5 Po aplikacii vzorca dostéavame

$+2 LT x 0
Ccos — sin — cos — = 0.
2 2 2

Skus upravit vyraz na lavej strane rovnice.

x
Z: Oba scitance obsahuji vyraz cos 5 Preto na lavej strane rovnice vyberiem tento vyraz pred

zdatvorku a mam

T T
(1 2'—):&
coS 5 ( + 2sin 5

U: Kedy sa stcin dvoch vyrazov rovna nule?

Z: Sucin dvoch vyrazov je rovny nule, ak jeden alebo druhy vyraz je rovny nule. Teda

cosE <1+25in£> :0©C0s§:0v1+2sin§:0.

2 2
U: Vyriesime najskor prva oS g = 0. Kedy nadobuda funkcia nulové hodnoty?
Z: Funkcia kosinus nadobida nulové hodnoty, ak argument funkcie je nepArnym nasobkom
&isla —.
2

U: To znamena, Ze v nasom pripade plati g = (2k + 1)%, kde k je celé ¢islo. Ak rovnicu

vynasobime ¢islom dva, dostaneme jeden tvar rieseni zadanej rovnice. Teda

r=2k+1)- 7.

U: Podme vyriesit druhy pripad, ked 1 + 2 sing = 0.

N«

T 1
: Odéitam cislo jedna a predelim dvomi. Potom rovnica bude mat tvar sin 5= "5 Postup

rieSenia tejto rovnice viak potrebujem pripomenit.
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U: Pri rieseni vyuzijeme . Staci si uvedomit, ktoru stradnicu bodov jed-
notkovej kruznice predstavuje hodnota funkcie sinus.

19

Z: To si pamdtdm. Podla definicie je to y-ova suradnica.

1
U: T4 mé byt zaporné, rovna ¢islu —5 V ktorych kvadrantoch lezia body na jednotkovej

kruznici, ktorym prislicha zaporna y-ova stradnica?

: St to body v III. a vo I'V. kvadrante.

7

N«

J x

|
L —
o

4

1 us
U: Ak si pamiitas, ze funkcia sinus nadobtda hodnotu 5 pre argument rovny ¢islu & rieSenie

x 1 x
rovnice sin — = —3 nebude naro¢né. Hodnota argumentu 3 zodpovedajuca bodu na jed-

-
notkovej kruznici v III. kvadrante sa vypocita ako stucet cisel 7 a 6 Bude teda rovna

7T
¢islu 5 Pozri na obrazok.

HéﬁH@

Z: U% si spominam. Riesenie zodpovedajice bodu na jednotkovej kruznici, ktory patri do IV.
T 117
kvadrantu vypocitam, ak od ¢isla 2w odratam hodnotu s Dostanem zlomok 5
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U: Spravne. Navyse vieme, zZe funkcia sinus je s nagmensou peridodou 27. Preto

vyjadrenie neznamej 5 zodpovedajuce III. kvadrantu bude v tvare

r 7w
— = — + 2km.
2 6
Hodnotu neznamej x dostaneme vynasobenim vyrazov na oboch stranach rovnice ¢islom
dva, takze
T
r = — + 4km.
3

Vyjadri podobnym spésobom riesenie zodpovedajice IV. kvadrantu.

Z: Pre tento pripad plati

z 1lrw
— = — + 2km.
7 6 + 2km
Opit vyndsobim dvoma a dostdvam
11
T = ?ﬁ + 4k,

U: Zhrnutim vsSetkych pripadov, ktoré sme vyriesili dostavame celkové riesenia zadanej rov-
nice. Obsahuje nekonecne vela redlnych ¢isel, ktoré sa daju vyjadrit jednym z troch tvarov.

11
K= {(2k+1)7r, 7;+41m, ;+4kw;kez}.

N«

: Spomenuli ste, Ze sa uloha dd vyriesit aj ingm sposobom.
U: Samotné zadanie rovnice pontika myslienku vyuzit vzorec pre hodnotu funkcie kosinus

x
polovi¢ného argumentu. Problém je v tom, Ze my potrebujeme hodnotu vyrazu cos 5 @

podla vzorca vieme vyjadrit iba absolutnu hodnotu z tohto vyrazu

x 14 cosx
Preto vyraz cos 3 nahradime vyrazom =+ / +2
Z: Dostaneme rovnicu
1+ cosz
:I:\/—'—T—l—sinx = 0.

Vyzerd to cudne.
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U: MozZno ¢udne z toho dévodu, Ze je zapisom dvoch rovnic. Vyrie§it ich v8ak moZeme naraz.

Odcitame vyraz sinx

a umocnime

sin? x + cos?

U: Rovnicu vynasobime dvomi

a upravime na tvar

/1
+ yz—sinx

1+ cosx . 9
——— =sin“z.
2

Z: Budeme musiet asi prejst k jednej funkcii, kosinus. Vijraz sin® x nahradime podla
r = 1 vjrazom 1 — cos® z. Dostaneme rovnicu

1+ cosz
2

=1— cos’z.

1+cosz=2—2cos’z

2¢cos?x +cosx—1=0.

Neznamou kvadratickej rovnice nie je premenna z, ale vyraz cosx. Prezradim ti, ze tato

kvadraticka rovnica ma pre neznamy vyraz cos x dve rieSenia. Su to ¢isla —1 a 3"

Z: To znamend, Ze dalej by sme riesili dve cosr = —1 a
1
cosxT = —.
2

U: Ano. Nechévam ti to na samostatni pracu. Dostane§ viac tvarov rieSeni, ako sme ich
dostali pri prvej metdde riesenia. Je to preto, lebo umocniovanie, ktoré sme urobili nie

Je

. Preto musis urobit skugku spravnosti. Dostanes$ tak

rovnaky vysledok ako pri prvej metode.

it V. / v/ i v . . x
Uloha : V mnoZine redlnych cisel vyrieste rovnicu sin 5 +cosz =1.

Vysledok: K — {2k7r, g + 4k,

3

—7T+4k:7r;k€Z}
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Priklad 4: Dokdste, e plati: 1 —2 - sin2g — cos.

N«

, .2 Z P P p . , . T
: Vijraz sin® 5 mim chdpat ako druhi mocninu vijrazu sin 5 ?

. Ano, plati

R ( x>2
Sl — = | Sl — .
2 2

Dokéazat rovnost znamené napriklad upravit na lavej strane a porovnat s vyrazom
na pravej strane rovnosti. Ako by si upravoval vyraz na lavej strane?

: MozZem vyuzit iba vzorec pre hodnotu funkcie sinus polovicného argumentu

. 1 —cosz
Sin —| =4/ ——.
2 2

Ale vo vzorci je absolitna hodnota funkcie sinus.

T 1 —rcosx 1 —cosx
: Teda vyraz sin 5 53 da nahradif bud vyrazom 4/ — alebo vyrazom —/ —

Znamienko plus, respektive minus pred druhou odmocninou z hladiska umocnovania nehra
ziadnu tlohu. V oboch pripadoch dostaneme po umocneni ten isty vyraz. Dosad a uprav.

: Po dosadent dostavam vyraz

1— T
1—2.sin2L =19 [+, 2
2 V7 2

Druhda mocnina a druhda odmocnina sa navzdjom rusia, preto dostdvam

19+ /1 —coswx 2:1_2.1—(:osx.
2 2

: Vykratime dvojky a dostavame

1—(1—cosz).

: Teraz je to uz lahké. Odstrdnim zdtvorku

1—(1—cosz)=1—1+cosz.
Jednotky sa odcitaju a dostavam vyraz cosz,

1—1+cosx =cosz.

: Dostali sme vyraz, ktory je uvedeny na pravej strane rovnosti. Teda rovnost plati.

: Potrebujeme este overit, ¢ vSetky nami prevedené Upravy vyhovovali pre kazdé realne

Cislo x.

. Funkcie a , § ktorymi sme pri uprave vyrazu pracovali, su definované pre

kazdé redlne ¢islo x.
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1 —rcosxzx
U: Mas pravdu, ale pri uprave vyrazu sa vyskytol aj vyraz — pod odmocninou. Ako
vieme, pod odmocninou nemdze byt zaporné ¢islo. VyrieS preto pre tento pripad pod-
mienku.
Z: Podmienka bude mat tvar
1 —rcoszx
— 0.
5 =

Vyrazy na oboch strandch nerovnice vyndsobim cislom dva, znak nerovnice sa nezmeni

1—cosz = 0.

U: K vyrazom na oboch stranach nerovnice pripoc¢itame vyraz cos x a dostédvame

1= cosx.
Z: Tdto podmienka plati pre kaZdé redine ¢islo .
U: Preco?
Z: Lebo funkcia kosinus nadobida hodnoty z uzavretého intervalu (—1; 1).
U: KedZe iné podmienky pri iprave vyrazu nevznikli, tdto rovnost plati pre vsetky realne

¢isla .
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Priklad 5: Urcte vsetky redlne cisla x, pre ktore plati:

U

2sinx — sin 2z

T
= tg?= tah dokdzte.
2sinx + sin 2z & 2 @ vztan orazie

Upravme najskor na lavej strane rovnosti. V Citateli aj v menovateli zlomku sa
nachédza vyraz sin 2x. Vie§ ho vyjadrit v inom tvare?

: Pamdtdm si, Ze sin2x = 2sinx cos . Dosadim do virazu na lavej strane zadanej rovnosti

a dostdavam ) )
2sinx — 2sinx cosx

2sinz + 2sinzcosx

: Vo vyrazoch v ¢itateli, aj menovateli zlomku sa vyskytuje vyraz 2sin x, ktory vyberieme

pred zatvorku
2sinz(1 — cosx)

2sinz(1l 4 cosx)

. Cize vyrazy 2sinx moZeme vykrdtit a dostdvame

1 —cosz

1+ cosz’

Ako z tohto virazu dostaneme druhi mocninu hodnoty ?

. Existuje viacero spésobov dokazu rovnosti. Zatial sme ukézali, Ze vyraz na lavej strane

rovnosti sa d4 upravit na tvar
1 —cosx

1+ cosz’

, x , . . .
Sktisme upravit tg2§, ktory je na pravej strane rovnosti.

: Netu$im ako. Budete mi musiet poradit.

: Na tpravu tohto vyrazu vyuzijeme menej znamy vzorec pre absolitnu hodnotu funkcie

. Plati totiz

T 1 —cosz
o -
2 1+ cosx

N«

: Dobre, ale my potrebujeme tangens, nie jeho absolutnu hodnotu.

5T s . .
: V poriadku. Vo vyraze tg”~, do ktorého budeme dosadzovat, je druhd mocnina hodnoty

funkcie tangens. Druha mocnina, podobne ako absolitna hodnota, dava ako vysledky iba

’, ’ v, 7’ vz Ve x o d
nezaporné cisla. Nezalezi na tom, ¢i tangens argumentu 5 bude mat kladnu alebo
zaporni hodnotu. Vysledok bude vzdy kladny. Preto

2% _ <‘t a:))?_ /1 —cosx
&5 = \I"3l) — 1+ cosx

2
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Z: U? to vidim. Dostaneme to isté, co pri iprave vyjrazu na lavej strane. Mocnina a odmocnina
sa rusia. Dostaneme )
1—rcosz 1 —cosx
V1+cosz | 1+4cosz

U: V poriadku. Uréme este podmienky pre definicny obor vyrazov v danej rovnosti.

Rovnost plati.

< 1 —cosz , .
Z: Vijraz ——— musi nadobudat nezaporné hodnoty.
1+ coszx

U: Hodnoty funkcie kosinus patria do uzavretého intervalu (—1; 1). Preto vyrazy 1 — cosx
a 1 + cosx nadobudaji nezaporné hodnoty. Podiel tychto vyrazov nikdy neda zaporné
¢islo. Vyriesime akurat podmienku, kedy menovatel 1 + cosz zlomku je rozny od nuly.

Z: V tom pripade vijraz cosx je rozny od cisla —1. To plati vtedy, ked = je rozne od cisel
v tvare m + 2km.

U: Dalsia podmienka vznikla pri tiprave zlomku na lavej strane. Vyraz 2 sin (1 +cos ), ktory
je v menovateli zlomku, musi byt rozny od nuly. Kedy je st¢in dvoch vyrazov rozny od
nuly?

Z: Sucin dvoch vyrazov je rozny od nuly, ak kaZdy z vyrazov je rozny od nuly. V nasom pripade

sinz a 1+ cosx maji byt rozne od nuly. Ale pre druhy vyraz sme uZ podmienku
riesili.

U: Vyriesime teda poslednt podmienku sin z # 0.

Z: To plati, ak x je rozne od cisel v tvare km, kde k je celé cislo.

U: Tento vysledok zohladiuje aj predtym vyriesenti podmienku. Teda rovnost dvoch zadanych
vyrazov plati pre vSetky redalne ¢isla x, okrem celociselnych nasobkov éisla .
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’ v v 7/ v/ I / t x + Sin x x Y /v
Priklad 6: Urcte vsetky redlne cisla x, pre ktoré plati: g— = cotg?= a vztah dokdzte.
tgr —sinx 2
U: Zac¢nime upravovat vyraz na lavej strane rovnosti. Hodnotu vieme na

zaklade definicie tejto funkcie vyjadrit pomocou funkcii sinus a kosinus.

Z: Tangens je definovany ako podiel tyjchto funkcii, teda plati

sinx
tgr =
cos T
Dosadim do viyrazu na lavej strane zadania
sinx .
+sinx
cos T
sin )
—sinzx
Cos T

U: Vyrazy v Citateli, aj v menovateli zlozeného zlomku upravime na spoloéného menova-
tela. Je nim vyraz cosx. Preto mame

sinx + sin x cos x

COS &
sinx —sinxcosx

COS T
Pokracuj v dalsich apravach.

Z: ZloZeny zlomok zjednodusim. V citateli jednoduchého zlomku bude siucin vonkajsich vyrazov
zloZeného zlomku a v menovateli sucin vniutornych vyrazov zloZeného zlomku

cos z(sinz + sin z cos )

cosz(sinz — sinz cos )’
Kosinusy sa vykratia a dostaneme viyraz

sinx + sinx cos x

sinz —sinxcosx

U: Oba ¢leny vo vyraze v citateli obsahuju sinx. Tento vyraz vyberieme pred zatvorku. To
isté urobime s vyrazom v menovateli zlomku.

sinz(1 + cosx)

sinz(l —cosz)

Z: Vyraz na lavej strane rovnosti este vykratime a mdme zlomok Hﬂ
— COST
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xXr
U: Pri tprave vyrazu cotg2§ vyuzijeme vzorec pre absolitnu hodnotu funkcie kotangens
polovi¢ného argumentu
’ ; 1‘ 1+ cosx
cotg—| =/ ——.
g2 1 —cosx
Navyse si uvedomime, ze
cot 2% _ (‘cot { )2
g 2 - g2 ’
lebo druha mocnina z navzajom opacnych realnych ¢isel je to isté realne cislo. T istu
vlastnost méa absolttna hodnota redlneho ¢isla. Dosad do na pravej strane zadanej
rovnosti a uprav.
Z: Po dosadeni dostdvam
2
0T [1+cosx 1+ cosx
cotg”— = ] =,
2 1 —cosz 1 —cosz
lebo druhd mocnina a druhd odmocnina sa navzdjom rusia.

U: Dostali sme ten isty vyraz, ako pri tprave lavej strany zadanej rovnosti. Rovnost teda
plati.

U: Teraz uréme podmienky.

. ., l+cosz , . , .

Z: Vyraz —— musi nadobiudat nezaporné hodnoty.

1—cosz

U: Hodnoty funkcie kosinus patria do uzavretého intervalu (—1; 1). Preto vyrazy 1 + cosx
a 1 — cosxr nadobudaji nezaporné hodnoty. Podiel tychto vyrazov nikdy neda zaporné
¢islo. VyrieSime akurat podmienku, kedy menovatel 1 — cos x zlomku je rozny od nuly.

Z: V tom pripade vijraz cosx je rozny od cisla jedna. To plati vtedy, ked = je rozne od ¢isel
v tvare 2km, kde k je cel€ cislo.

U: Dalsia podmienka vznikla pri tiprave zlomku na Tavej strane. Vyraz sin z(1 — cos z), ktory
je v menovateli zlomku, musi byt rozny od nuly. Kedy je stéin dvoch vyrazov rozny od
nuly?

Z: Sicin dvoch virazov je rozny od nuly, ak kazdy z virazov je rozny od nuly. V nasom pripade
vyrazy sinx a 1 — cosx s rozne od nuly. Ale pre druhy vyraz sme uZ podmienku riesili.

U: VyrieSime teda podmienku sin z # 0.

Z: To plati, ak = je rozne od cisel v tvare kw, kde k je celé éislo.

U: Ostava posledna podmienka. Vo vyraze sa vyskytuje funkcia tangens. Vieme, Ze nie pre
vsetky redlne cisla je tato funkcia definovana.

Z je dand podielom hodnot funkcii sinus a kosinus. Teda vyraz cosx must
byt rozny od nuly.

T
U: To plati, ak hodnoty argumentu x st roézne od ¢isel v tvare (2k + 1)5, kde k je celé cislo.
Z: A to je asi vsetko.
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U: Ano. Podmienky x # km a x # (2k + l)g mozeme spojit do jednej podmienky. M& tvar
x # kg. Teda rovnost dvoch zadanych vyrazov plati pre vsetky realne cisla x, okrem

N d ’ ’ N ,/-r
celociselnych nasobkov cisla 5




