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Vlastnosti funkcii tangens a kotangens
RNDr. Marian Macko

U: Niektoré vlastnosti funkcii a sa daju objavit na zdklade ich definicii.
Tie davaju funkcie tangens a kotangens do vzfahu s funkciami sinus a kosinus, ktorych
vlastnosti uz pozname. Pripomenme si, ako st definované funkcie tangens a kotangens?

- sin x
Z: Funkcia tangens premennej v je podiel a pre funkciu kotangens plati:
CoS T cose
cotgr = — .
sin
U: Z predpisov lahko zistime napriklad nulové body funkcii tangens a kotangens. St
to body, v ktorych pretina r-ovt os. Akd musi byt ich y-ové stradnica?
Z: Nulovd.
sin
U: Za y dosadime 0 a vyriesime tgr = = 0. Kedy sa zlomok rovna nule?
cos T
Z: Zlomok je nula, ak jeho itatel je rovny nule.

c

: V nasom pripade sinz = 0. A tu je prvé dolezité zistenie. Funkcia tangens ma tie isté
nulové body ako funkcia sinus. Ako vieme, nadobuda nulové hodnoty pre vsetky
realne Cisla v tvare © = km, kde k je celé cislo. Sa to aj nulové body funkcie tangens.

Pre funkciu kotangens skus urcit nulové body sam.

> COS T

Z: Musim riesit rovnicu: cotgr = = 0. Je to analogické, ibaZe teraz musi byt rovny nule

sin T
. . v 7 / /7 v/ 7-[- . Id
scosx = 0. Jej rieSenim su redlne ¢isla v tvare © = (2k + 1)5, kde k je celé

cislo.

U: Nulové body funkcie kostnus s zarovenn nulovgmi bodmi funkcie kotangens.
U oboch funkcii tangens a kotangens je nutné zohladnit ich . Pre funkciu
tangens:

D(f):R—{(QlH—l)g; keZ}

a pre funkciu kotangens
D(f) =R —{km; ke Z}.

Nagtastie neovplyvnia nami ziskané vysledky.

U: Ani rozhodnutie o , Ci pre funkcie tangens a kotangens nebude prob-
lémom. Najskor je vSak potrebné urcit, ¢i je splnend prva podmienka definicii parnosti a
neparnosti. Patri s kazdym x do defini¢ného oboru aj —z?

Z: su vSetky redlne cisla, okrem nepdarnych nasobkov cisel

™
5 .
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U: To znamen4, Ze st z mnoziny realnych ¢isel vylacené tak kladné celociselné nasobky, ako aj
zaporné celociselné nasobky ¢isla —. Defini¢ny obor je symetricka mnozina okolo
nuly. Podobne to je pre funkciu kotangens. Do definicného oboru nepatria celoc¢iselné
nasobky cisla 7:

Loy =3my —2my —myom; 2w ...

Z: Prva podmienka definicii parnosti a nepdrnosti funkcie je splnend.

U: Podla druhej podmienky je nutné dat do vztahu hodnoty tg(—z) a tgx a podobne pre
funkciu kotangens. Pamétéas sa, aky je vztah medzi tymito hodnotami pri parnej funkcii?

Z: Rovnaju sa. Pri nepdrnej su navzdjom opacne.

U: Podme zistit, ¢i niektora z tychto vlastnosti plati v nasom pripade.

sin(—x)

Podla definicie vyjadrime tg(—x) = . 'V dalsich tpravach ndm pomozu vedomosti

cos(—x)
o funkciach sinus a kosinus. Aké su z hladiska parnosti, neparnosti?

Z: Funkcia sinus je nepdarna a funkcia kosinus pdrna.

U: Preto mozeme vyuzif: sin(—x) = —sinz a cos(—x) = cosz, ktoré dosadime do predpisu
funkcie. Sleduj tpravy v ramceku.

sin(—z) —sinzx sin x
cos(—x) cos T COS T
< sinx
Z: Ale predstavuje tangens x.
CosS T
U: Ziskali sme teda: tg(—xz) = —tgzr. Ak4 je teda funkcia tangens?
Z: Funkcia tangens je neparna.
U: Pre funkciu kotangens by tupravy boli analogické.
Z: Zlomok by sa obrdtil.
U: To znamena, 7e aj funkcia kotangens je neparna. Mas predstavu ako sa to prejavi na

ich grafoch?

Z: Mali by byt stredovo sumerné podla zaciatku siuradnicovej sustavy.

U: Ak zostaneme nadalej pri definicii funkcii tangens a kotangens, mozeme ukézat, ze st
s periédou 27. Staci urobit podobné upravy. Vyjadrime tg(x + 2k7) podla
definicie a vyuzijeme, Ze funkcie sinus a kosinus st periodické s najmensou periédou 27.

sin(x 4+ 2km)  sinx
t 2km) = = =1t
gla + 2kn) cos(x + 2km)  cosz &Y

Z: Znamend to, Ze 2w je nagjmensia perioda pre funkcie tangens a kotangens?

U: Nie, tieto funkcie maji mensiu periédu. K jej urcéeniu nam pomoze geometricka inter-
pretacia tychto funkcii na . Spominas si, ako sa odcitava na jednot-
kovej kruznici hodnota funkcie tangens?
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Z: Ak zostrojim dotycnicu k jednotkovej kruznici v bode J [1;0], tak tangensom bude y-ova
suradnica priesecnika koncového ramena uhla velkosti x a tejto dotycnice.

fes
e
tgl<<

U: Pre I. a IV. kvadrant je to z obrazka jasné.

Z: Ano. Preco ale nezostrojime dotycnicu aj v bode J' [—1;0]? Mohli by sme tam odcitavat
hodnoty pre II. a III. kvadrant.

I y
1
PR

U: Ak by si zobral argument, ktorému je priradeny bod na jednotkovej kruznici v II. kvadrante
a potom urcil znAmym spoésobom bod na doty¢nici, mal by y-ovu stradnicu kladni. Ale
tangens je v II. kvadrante zaporny.

Cim sa ligi II. a IV. kvadrant, z hladiska sinus a kosinus vzhladom k nule?

Z: V II. kvadrante je sinus kladni a kosinus zdporny, vo IV. kvadrante naopak.

U: Pre oba kvadranty je podiel tychto funkcii zaporny. Podiel definuje bud tangens alebo
kotangens.

Ak navySe zoberie$ v II. a IV. kvadrante body, ktoré st simerné podla zaciatku, buda
absolitne hodnoty sinusov rovnaké. To isté plati aj pre hodnoty funkcie kosinus. Teda
hodnota tangens pre nejaké x zodpovedajice bodu na jednotkovej kruznici vo I'V. kvad-
rante je rovnaka ako pre bod v II. kvadrante s nim podla zaciatku
sturadnicovej ststavy. Podobny stuvis je medzi I. a III. kvadrantom.
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Z: To znamend, Ze najmensou periodou funkcie tangens je c¢islo .

U: Uvahy pre kotangens by boli analogické. Plati:
tg(x + km) =tge a cotg(x + km) = cotgz,

kde k € Z. Samozrejme, iba pre pripustné x.

Z: Potom sa lahsie budu pocitat hodnoty.

U: Ano, v jednom kvadrante budi kladné, v druhom zaporné. Navyse nas to opraviiuje skiimat
zvy$né vlastnosti iba na intervale dizky 7. Ak sa pozries na obrazok, pre funkciu tangens
je vyhodny interval spajajuci I. a IV. kvadrant.

Z: Zobral by som interval (—g; g)
Ts5
Yy
tgx5<fffp/
Ty
—
N T3
J x
RN
T2
tgric——— \

L1
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U: V obrazku s je ukrytd aj odpoved na otézku, aké dalSie vlastnosti m4
funkcia tangens na tebou zvolenom intervale. V obrazku st vyznacené hodnoty argumentu
Vi

77 ..
T —3 <X < T <3< Ty <T5< 5 Porovnaj ich

Z: Su v tom istom vztahu: tgr, < tgw, < tgrs < tgr, < tgws.

U: Funkcia tangens je rastica na intervale (—g; g) KedZe je periodickd, tak aj na
kazdom intervale: <—g + k; g + ]mr), kde k je celé cislo.

Obrazok zaroven ukazuje, ze funkcia nie je ohranicena a jej obor hodnét je mnozina
vSetkych realnych disel.

H(f)=R

U: Pripomerime si eSte geometrickl interpretaciu funkcie kotangens na jednotkovej kruznici.

Z: Ak zostojim dotycnicu k jednotkovej kruznici v bode K [0;1], tak z-ova stiradnica prie-
sec¢nika tejto dotycnice a koncového ramena uhla vyjadruje kotangens.

Y

Q K q
1

\

! x

| :

y N

cotgx 0 J =z
-1

U: V pripade tejto funkcie je vhodné zobrat za zdkladny interval (0; 7), ako to ukazuje obrazok.
Velké odlisnosti v niektorych vlastnostiach od vlastnosti funkcie tangens nebudu. Presku-
majme . Aky je vztah medzi , ak
S0 <o <ay <3< Ty < x5 < 7!

Yy
T5 T4 K 73 L2 Tl
1 q
\ \ \ \ \
\ \
\ \ \ \
V v V JV V L

cotgzs cotgita T 0 cotgrg cotgxo cotgz,
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Z: Tu je opacny vztah: cotgr; > cotgry > cotgrs > cotgr, > cotgrs

U: Funkcia kotangens je klesajica na intervale (0; 7) a vzhladom na najmensiu periédu
7 aj na kazdom intervale: (0 + km; 7 + k7), kde k je celé ¢islo. Ani tato funkcia nie je
ohranicena a jej obor hodnot je mnozina vsetkych realnych cisel.
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Priklad 1: Vypocitajte:

)t _20077T
a) tg 1
617w

U: V dlohe a) najskdr vyuzijeme, Ze funkcia tangens je tg(—x) = tgx.
. ) 20077 2007
V naSom pripade: tg | — = —tg :
4 4
o e . . . : y . 2007w
Z: Dalej viem, Ze funkcia tangens je s nagmensou periodou 7. Zlomok

vyjadrim suctom dvoch zlomkov. Cislo m predstavuje 501-ndsobok najmensej periody

funkcie tangens, preto to zanedbam:

2007w 20047 3w 3m 3m
—tg = —tg +— | =—tg|30lmr + — ) = —tg—.

4 4 4 4 4
U: Vyuzil si vztah: tg(x+km) = tgz. Do ktorého kvadrantu patri bod na ,

3T
ak je mu priradené cislo Z?

N«

, . 3T s
. Jednd sa o druhy kvadrant, preto to prepisem na tvar: —tgzl = —tg (7r — Z)

U: Pre x € (g, 7r> je tgx < 0. Preto tg <7T — %) nahradime vyrazom —tg%. Hodnotu tg%
pozname, je rovna jednej. Vysledok po tupravach je 1.

" ( W) ( t”) tol — 1
— m™m— — — — — — — —_ =
& 4 87 ¥

U: Ulohu sme mohli vyriesif aj inym spdsobom. Nepotrebujeme v iiom vediet, ze funkcia

2007

tangens je neparna. v zadani — upravime tak, aby pri vyuziti

nam zostala kladnd hodnota argumentu z intervalu (0; ).
Z: Mozete to blizsie vysvetlit?

2
U: Cislo — 007

predstavuje niekolko celych polotdc¢ok v zdpornom smere. Vies urcit kolko?

. 2007
Z: Podla predchddzajiceho riesenia vieme, Ze n

3
= 5017 + Zﬁ Preto bude 501 polotdcok

v zapornom smere. Zodpovedd tm cislo —5017.

3 X . 1S4
U: Zostava este Cislo —Zﬂ. Nepredstavuje celt polotacku. Kolko treba pridat do celej polotacky

v zapornom smere?

Z: Sturtinu ¢isla 7.
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U: Aby sme dostali dal$iu uplnt polotacku v zdpornom smere, od hodnoty argumentu odra-
v/ 7T 7 v ’ . v ’
tame cislo —. musi vSak zostat nezmenené. Preto ak nieco odratame,

tak to musime aj pripocitat. V matematike sa tomu hovori: pridame vhodnu nulu.

20077 20070 © 2008w w
e A e S A O |

Chapem. Tangens md periodu 7.

C N

: Dalej uz vie$ pokracovat v rieSeni aj sam.

087

20
Cislo —

N<

vyjadruje —502-nasobok najmensej periody a hodnota tgg je 1.

20087 7 T T
tg( 1 +4> tg( 50 7r+4 tg4

U: V dlohe b) postupuj analogicky ako v a). Vlastnosti funkcie kotangens, potrebné na jej
rieSenie nie st odlisné od vlasnosti funkcie tangens.

Z: Najskor vyuZijem . Aj funkcia kotangens md periodu w, preto
pre vypocet hodnota argumentu 107 nemd vyznam. Nakoniec vyuZijem zndmu hodnotu pre
T
tg—.
cotg
‘ 61m ‘ 61m ; 607T+7T ; (10 +7r)
cotg | ——— | = —cotg—— = —cotg | — + = | = —co T+ =) =
*\ "6 576 \6 "6 & 6
m
= —cotgg =3

. 14 35
Uloha : Vypocitajte: thﬂ — cotg%.

Vysledok: 0
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Priklad 2: Rozhodnite o pravdivosti vijrokov:

)t37r<t57r
a/ — JE—
87 =87

97

7
b) cotgz7T > cotg?.

3 5
U: Porovnaj ¢isla g a g navzajom a rozhodni, do ktorého kvadrantu patria body priradené
tymto cislam.

L 3 5 3
7.7 aj O i cisla mendie ako 7, ale vicsie ako z, lebo — >
5 8 2 5

II. kvadrantu.

1
= 3 Patria do

COo| W~

15
293

Navzdjom ich porovndm tak, Ze oba zlomky upravim na spoloéného menovatela:

3m 3 8 24w om  om 5 20m
—_—— = = — a —_— = — s = = —,
5 5 8 40 8 8 5 40
25m 24w .om 3w ) . o ..
U:.—— > —— pretoaj — > —. Na porovnanie tangens pre tieto ¢isla vyuzi
40 40 8 5
Y P
3
s 5T\
-1 0 J T
-1
tg§7r<ff \
tg%ﬂ'é —_—— \

. 3 5
Z: 7 obrazka vyplyva, Ze tg?Tr < tgg.
5

uU: je pravdivy. Vyjadruje to, Ze funkcia tangens je v II. kvadrante rastica.
Zvladnuf tlohu b) uz nebude problém.
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-~ ) s 7 9 .
Z: Opit porovndm argumenty Zﬂ a o Patria do TV. kvadrantu, lebo

\

I
I
v

cotg%ﬂ Otg%ﬂ' 0 J
o
< T 97 .
Z: 7 obrazka vyplyva, Ze cotgz/ > cotgg. je pravdivy.

Uloha : Rozhodnite o pravdivosti vijroku: cotgl50° > cotgl51°.

Vysledok: vyrok je pravdivy

5
m & 7y, 9w 0 7, 7
4 4 4 4 5 5 5 5
9; je viac, lebo uberdm od 2w iba %, ¢o je menej ako ubrat %
U: Na to teraz bude vyzerat trochu inak:
Y
1 q

X ¥ v . . . 7-( . »
U: Aj tu sme mohli vyuzif vlastnost, Ze funkcia kotangens je na intervale (7, 27T> klesajica.
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Priklad 3: Urcte vsetky realne cisla x € (0;27), pre ktoré plati: tgx = —tglio.
U: Aby sme mohli porovnat funkcie tangens na pravej a lavej strane rovnice, mu-

.

uU:

uU:

Z: tg(—x) = tgx. V dlohe to pouZijeme z opacnej strany: —tg1 =tg (—1>

: Jedna hodnota pre x je ——

sime najskor vyriesif znamienko minus vo vyraze na pravej strane. Staci vyuzit neparnost
funkcie tangens.

10 10

Potom zadana rovnost bude mat tvar: tgr = tg (—%)

tg <_17T_0) je ur¢ita hodnota. Nie je dolezité kolko presne. Dolezité je vSak zistit, kolkokrat

thto nadobtida na intervale (0;27). Pomdze nam v tom jednotkovd
kruzZnica.

Yy p

1

0\
1 - J
t8(—15) = — — A
-1
m

10°

: V mnozine realnych ¢isel 4no. Ulohu vsak riesime na intervale (0;27). K tomuto zapor-

nému ¢islu skas najst zodpovedajicu hodnotu, ktord zodpoveda situécii na obrazku, ale
v kladnom smere.
s 197

10 10°

ne

V kladnom smere to bude x1 = 2w —

Existuje aj iné riesenie v zadanom intervale?
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Z: Malo by byt v II. kvadrante, lebo tangens md zaporné hodnoty v II. a IV. kvadrante.
U: Druhé riesenie zodpovedajice II. kvadrantu je v porovnani s z; o m mensie, pretoze
funkcia tangens je s najmensou periodou 7. Teda

197 107 97

Tog=2] — M= —— — —— =

10 10 10
Y D
1
)
1 QN J g
\
-1
- 97 197
Z: Riesenim ulohy su cisla x — — .
iesenim ulohy siu cisla x € {10, 10 }

Uloha : Urcte vsetky redlne cisla x € (0;27), pre ktoré€ plati: cotgr = —cotg—w

9

7 107
Vysledok: z € ¢ —; —
ysledok: = {9 9 }
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3

10 2
Priklad 4: Usporiadajte podla velkosti ¢isla: thﬂ; cotg (——ﬂ> ; sin (—57); cos 2.

: Vypocitaj si

: Nagskor som vyuzil

goniometrickych , a potom ich usporiadaj podla velkosti.

: Vyuzil som, Ze funkcia tangens je periodicka s najmensou periodou m, teda 3m mozem

zanedbat a mdm

V3.

Y (L N
873 T W\ 3 T3 T8y T

: Pri vypocte kotangensu vyuzijes iné vlastnosti.

. , . 2T 2
: Kotangens je neparna funkcia, preto: cotg —5 )= —cotg?.
.o 2w m » ) : , )
: Cislo 5 € <§, 7T), ¢o odpoveda Il. kvadrantu. Ako vieme, pre také x plati: cotgr < 0.

Vyuzi tento poznatok.
T
. Cislo 3 zodpovedd bodu na

v II. kvadrante, preto ho prepisem pomocou c¢isla w. Pre II. kvadrant je kotangens zaporny,

V3

preto pribudne dalsie minus a hodnota cotgg je 5

; 27
CcO _— =
&8\ 773

™

3

V3

/i

3 3

— <—cotg ) = cotg

c N«

cC N

N(

: Zapis rieSenia mas ukazkovy. Chvalim fa.

Pokrac¢uj vo vypocte dalsich hodndt. Pri vypocte sin (—57) vyuzije§ nepdrnost funkcie
sinus.

: Ano, ale aj periodickost. Najmensia perioda pre sinus je ind, a 2.

sin (—57) = —sinbm = —sin(4dr + 1) = —sin7 = —0 = 0.

: Hodnota cos 27 patri medzi vyznacné.

Hodnota je 1, teda cos2m = 1.

3 . , , . .
: Zostava nam tieto vysledky v/3; \3[; 0; 1 usporiadat podla velkosti, lebo to je tlohou.

Tazsie sa mi pracuje, ked mdm odmocniny. Kolko je /37

: Priblizne 1,73.

V3

3
Potom % je asi 0,6. Teda plati: /3 > 1 > =3 > 0.
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U: Vysledok by sme mali zapisat v tvare zadania:

107 27 .
th > cos 21 > cotg —3 > sin(—57).
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Priklad 5: Urcte definicny obor funkcie: f :y =

N«

., 1
Uloha : Urcte definicny obor funkcie g : y = —

1
1 — cotgz’

: Ur¢it podmienku pre vyraz v tvare zlomku by nemalo byt problém.

: Menovatel zlomku nesmie byt nula.

: 'V nasom pripade 1 — cotgzr # 0 a po tprave cotgr # 1.

Vyriesit tito podmienku znamend to isté ako vyriesit rovnicu cotgr = 1. Tie redlne ¢isla,
ktoré ziskame rieSenim rovnice, nebudu patrit do

: Viem, Ze cotgx = 1 plati pre x = Z Toto cislo teda nevyhovuje podmienke.

: Je to jediné ¢islo v intervale (0; ), ktoré treba vylacit, lebo je na tomto intervale

, teda aj

: Co znamend, %e je prosta na intervale (0;7)?

: Nadobuda danti hodnotu, napriklad 1, iba pre jedno z z . Na zaklade

toho vieme, 7e na intervale dizky 7 iba jediné z nevyhovuje podmienke pre defini¢ny
obor. Toto x sme uZ uréili. Pri uréovani ostatnych ¢isel vyuZzijeme periodickost funkcie
kotangens. Najmensou periédou je ¢islo .

: Teda do definiéného oboru funkcie f nepatria redine cisla, ktoré sa daju zapisat v tvare

z = Z "+ kr, kde k je celé slo.

: To je ¢ast rieSenia tlohy a).
: Nie je to este celé riesenie?

: V predpise funkcie f vo vyraze na pravej strane nie je len zlomok, ale aj funkcia

¢ :y = cotgr. Ako vieme, jej je D(c) =R —{km; k € Z}.

: TakzZe aj c¢isla v tvare km nepatria do definicného oboru funkcie f?

1
: Ano, pre = kn hodnota cotgz neexistuje, preto aj viraz ———— pre takéto z nemé

1 — cotgx
zmysel.

: Pri vyjrazoch s tangensom a kotangensom nesmiem zabudnit na ich defini¢né obory/

: Sthlasim.

Spojenim oboch podmienok tak dostavame rieSenie nasej ulohy:

D(f):R—{Z—i-kW; k; kEZ}.

tgr

Vysledok: D(g) = R — {kg ke Z}
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Priklad 6: Zistite, pre ktoré redlne cisla plati:

c

C N

N N

c

a) cotgr = —cotg(—x)
b) tgx = tg(—x).

. Pri dprave vyrazu na pravej strane by som vyuZzil funkcie kotangens:

cotg(—z) = —cotgz.

: V tom pripade by si zadanie upravil na tvar: cotgex = —(—cotgz), ¢o sa da upravit:

cotgw.

: To plati vidy, lebo oba vyrazy, nalavo aj napravo, si rovnakeé.

: Mas pravdu. Plati to vzdy, ak existuju kotangens. Jej

predsa neobsahuje vSetky realne cisla.

: cotgr = — Y nebude definovany, ak sinx = 0. To je pre x = km, k € Z.
sin
: Vysledkom tulohy je:

Rovnost cotgr = —cotg(—x) plati pre vsetky = € R — {km; k € Z}.

. Skusim zacat riesit dlohu b). Aj funkcia tangens je neparna: tg(—z) = —tgz. Zadanie

prepisem do tvaru:
tgr = —tgw.

Ale to nikdy nenastane.

: Preco?

: Na lavej strane je kladné ¢islo a na pravej zdporné. Nikdy sa nebudi rovnat.

: Aj Tavéa strana mdze mat zaporné hodnoty. Ved tangens je R.
Na rovnicu sa pozri, ako keby si riesil # = —x. Pozor! Znamienko minus na pravej strane
nevyjadruje zapornost hodnoty, ale hodnotu opacéni k x. Ak si zabudol ako postupovat,
tak ti to pripomeniem. Zakladna myslienka riesenia je dat vSetky ¢leny

obsahujiice neznamu na jednu stranu rovnice.

: Aha! Pripocitam k obom strandm rovnice tgx = —tgx vyraz tgx.
: Ano. Dostanes: 2tgr = 0. Pokracuj v rieseni.

: Predelim 2 a mam rovnicu tgr = 0.

Riesenim tejto rovnice su redlne c¢isla v tvare v = kn, kde k je celé ¢islo.

: Nezabudni na

T
: Do definicného oboru funkcie tangens nepatria nepdrne nasobky cisla 5 preto je vysledok

v poriadku.

: Riesenim tlohy b) je: = € {km; k € Z}.




