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Grafy funkcii sinus a kosinus
RNDr. Marian Macko

: Pozoroval si niekedy, ako sa sprava vodna hladina na jazere, ak tam hodis kamen?

: Ving sa.

W

: Svojim tvarom v jednej vybranej linii pripomina graf funkcie sinus, respektive kosinus.

: To isté by som dosiahol, keby som na jednom konci rozkmital gumeni hadicu.

: Takych prikladov, ktoré stvisia s krivkou podobného tvaru je v praktickom Zivote vela —

vlnenie, zvuk, zdvislost striedavého pridu a napdtia na ¢ase a podobne. Tieto
zawvislosti na case sa daju zapisat vztahmi, v ktorych sa vyskytuje najmé funkcia stnus.

2
Napriklad v = wgsin (wt + %), kde w = % a vSetky premenné maju svoj fyzikalny

vyznam.

: V matematike je to o trochu lahsie, lebo pouzivame zvycajne iba dve premenné: x a y.

: Ani vo fyzike to nie je narocné. Treba si len uvedomit, Ze v uvedenom vztahu symbol

t vystupuje vo vyzname z a symbol u vo vyzname y. Ostatné symboly maji vyznam
konstant.

N«

N«

: Aby sme dobre pochopili problematiku aj tychto prirodovednych predmetov a vedeli sa

v nej orientovat, potrebujeme poznat grafy funkcii sinus a kosinus.

: UZ ste naznacili, Ze sa podobaju vineniu.

: Istd podobnost tu je, ale medzi grafmi funkcii sinus a kosinus je rozdiel. Upresnime. KedZe

funkcie sinus a kostnus st periodické s najmensou periédou 27, staci nast graf
danych funkcii na intervale (0;27).

: Potom ho zopakujeme na dal§ich vhodnyjch intervaloch dizky 2.

: Zatneme najskor grafom funkcie sinus. Funkéné hodnoty nebudeme pocitat, ale zis-

kame ich graficky z jednotkovej kruzZnice pre dostatocny pocet hodnot argumentu z.
Jednotkovi kruznicu rozdelime na 24 rovnakych ¢asti, ktorym bude odpovedat 24 hodndt
argumentu z intervalu (0; 27). Dokazes urcit vSeobecné vyjadrenie tychto ¢isel?

. Celd kruznica predstavuje oblik dlzky 2. Rozdelenim na 24 rovnakych casti ziskame obliky,

2z ktoryjch kazdy md diZku 2—7T Z toho mi vychddza, Ze ¢isla x by mali mat tvar 1—72T, pricom

celé ¢islo k nadobida hodnoty od O do 24 vrdtane.

: Vyborne. Geometricky to znamené rozdelit stredovy uhol po 15°. Ktora stradnicu ziska-

nych bodov si budeme pre funkciu sinus vsimat?

: y-ovd suradnicu.
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U: Hodnoty y-ovych sturadnic prenesieme do grafu k odpovedajicim argumentom .
Y
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U: Tento zakladny graf sta¢i zopakovat na dalsich intervaloch: (2m;4m); (47; 67); (67;87); ...

Ale aj: (—2m;0); (—4m; —27), ...
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U: Graf funkcie sinus nazyvame sinusoida.

Z: Ocakdvam, Ze graf funkcie kosinus sa nazyva kosinusoida.

U: Ma&S pravdu. Ziskame ho podobnym spoésobom, prendsat vSak budeme z-ové siradnice

bodov, tak ako je to ukédzané na obrazku.
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: Nezdd sa vam, Ze kosinusoidu by sme mohli dostat posunutim sinusoidy pozdlz osi x %

C N

: Vies, v ktorom smere a o kolko?

N«

: Aby sa kopcek sinusoidy v g dostal na kopcek kosinusoidy v bode nula, tak dolava prdve

v/ 7T
o ¢islo —.
2

0| 1\
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U: Mas pravdu. Kosinusoida vznikla posunutim sinusoidy v smere zapornej po-

. 7T . v , > . ;
lost © o 5 Potom, ale graf funkcie y = cosx mozeme chapat ako graf funkcie sinus.

Argumentom vSak bude vyraz premennej . Ten zohladni, Ze pri posunuti y = sin x nado-

T
budne novéa funkcia svoje hodnoty o 5 skor.

T
Z: UZ to mam. y = sin (:L‘ + 5), lebo to musi byt rovnaké ako pri posuvani paraboly.

U: Tvoje schopnosti mozno len ocenit. To, na ¢o si doSiel sam, je dobré si zapamétat:

. s
COS T = sIn <r + 5) .

U: Doterajsie nase tivahy naznacuju, ze okrem grafov jednoduchych funkcii y = sinz
a y = cos x potrebujes vediet zostrojit aj grafy zlozenych goniometrickych funkcii:

fry=asin[b(z+c)|+d,

alebo
g:y=uacos[b(z+c)|+d,
kde a, b, ¢, d st redlne ¢isla, pricom a # 0 a b # 0.

: Fiha! Tolko koeficientov. Ale preco a a b nemozu byt nuly?

C N

: Akt funkciu dostanes, ak za a dosadis 07

N«

cy=0-sinb(z+c)+d=0+d=d, a to je konstanta.

c

: So sinusoidou nesuvisi. Podobne by si dopadol, ak by si dosadil za b = 0:
y=asin[0-(x+c¢)]+d=asin0+d=a-0+d=d.

Z: Ako nacrtnem graf takto zadanej zloZenej funkcie?
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U: Potrebujes iba vediet, aky vplyv na zakladny graf maju jednotlivé koeficienty. Tato geomet-
rick interpretaciu koeficientov uplatnis v istej postupnosti grafov, od zakladného po vy-
sledny.

U: Vplyv koeficientov ¢, d na graf by si mohol poznat.

N«

. Vgznam koeficientu d je najlahsi. Posiva graf hore alebo dole, ¢ posiva pozdlZ osi .

U: Ak je d > 0, graf sa posunie o d pozdlZ osi y nahor,
ak je d < 0, graf sa posunie o |d| pozdlz osi y nadol.

y=sinz+1 (d>0)

y=sinz -2 (d<0)

U: Ak je c > 0, graf sa posunie o ¢ pozdlZ osi x dolava,
ak je ¢ < 0, graf sa posunie o |¢| pozdlz osi = doprava.

Yy y=sinz y=sin(z —7m) (c<0)
:
\
\/\

|
y=sin(z+ %) (c>0)
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Z: Obcas to s postvanim po osi x dopletiem.

U: Pozri sa na riesené ulohy, kde na konkrétnych grafoch je to podrobnejsie analyzované a je
ukézany aj iny sposob ako dospiet k vyslednému grafu.

Z: Dobre. Naznacte este, ¢o urobia s grafom koeficienty a a b.

U: Koeficient a natahuje sinusoidu v smere osi y |a|-krdat a zaroven ju osovo simerne
zobrazi podla osi x, ak a < 0.
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Yy =2sinx

U: Koeficient b robi to isté, ako a, ale v smere osi z. Stlaca, alebo roztahuje graf dane;
funkcie v smere osi z.

Z: Podobne ako to moZeme robit s pruzinou vo vodorovnej polohe. To sa zmeni perioda?

oo . , . . s ’, ™
U: Je to presnejsie pomenovanie vyznamu koeficienta b. Perioda sa zmeni na p = —. Ak

b’
T
napriklad b = 2, tak perioda p = 5 =T To znamen4, ze zakladni cast sinusoidy treba
zostrojit na intervale (0; 7).

Z: Sinusoida sa zhusti.

Yy
1,,
|

| |

\ ‘ ‘
0 T3 } %71'} 2r T

| |
14 Ty 1
y = sin 2z y=sinz

U: Pre zmenu periédy plati:
ak |b| > 1, tak peridoda 27 sa |b|-krat zmensi,

.....

1
ak |b] < 1, tak peridda 27 sa —-krat zvacsi.

14
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Priklad 1: Naértnite graf funkcie pre x € (—2m;4w), urcte periddu, priesecniky so siradni-
covymi osami a obor funkénych hodnot, ak:
fry=—sinz + 2.

U: Vychodiskom je graf funkcie y = sinz pre x € (—2m;47), ktory predpokladdm poznés.

/\ | /\
—o { -7 { 0 { W\/ﬂ' | 3\/177 T
_1,,

y =sinx

U: V zadanej funkcii y = —sinz + 2 mas dva koeficienty a = —1 a d = 2. Ktory z nich m4a
prioritu vzhladom na operécie v predpise zadanej funkcie?

N(

—1, lebo ndsobenie md prednost pred scitanim.

U: Ako iste vies, znamienko minus ma viacero vyznamov:
symbolizuje znak odcitania, napr. 2 — 35,
oznacuje zaporné ¢islo (—2),
ale aj opacné cislo.
Tak ako —a je opacné cislo k ¢islu a, tak je —sinz opacné éislo ku hodnote sinz pre
kazdé realne cislo x.

N(

. Vetky hodnoty na povodnom grafe sa zmenia na opacné, graf preklopime podla osi x.

U: Presnejsie povedané, vyuzijeme osovil simernost podla osi z.

y = —sinx

- = -
s N s N s ~
7 N / AN e AN
K | > | | S | | > | —
) ™ ™ P N JAr x
AN e N e ~ e
~_ _ - _1” ~_ _ - -

~
Yy =sinx

Z: Pripocitat ¢islo 2 uZ nie je problém. To, ¢o som dostal, posuniem o 2 jednotky hore
pozdlz osi y. Podobne to bolo aj u ingch funkcii.

U: Vsetky funkéné hodnoty funkcie f ziskame z hodnét y = — sin z pripocitanim ¢isla 2.

Y

y = —sinx + 2
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U: Mame uréit eSte periddu, obor funkénych hodnot a priese¢niky so stradnicovymi osami.

Z: VyuzZijem graf: H(f) = (1;3), peridda je 2w, nemd priesecniky s osou x, lebo ju graf
nepretina.

U: Priese¢nik s osou y je na zakladnej sinusoide bod [0; 0], a ten sa tiez posunul o 2 jednotky

nahor v smere osi y.
f oy ={[0;2]}.

Uloha : Nacrtnite graf funkcie pre x € (—2m; 4m), urcte periodu, priesecniky so suradnicovymi
osami a obor funkcnych hodnot, ak g : y = —1 + cosx.

Vysledok: p = 2m; H(g) = (—2;0); gNo, ={2km; ke Z}
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Priklad 2: Naértnite graf funkcie pre x € (—2m;4w), urcte periddu, priesecniky so siradni-
covymi osami a obor funkénych hodnot, ak

f:y:2cos<x—g>.

Z: Zacnem grafom funkcie y = cosx.

AN

Y

AN -

9 \7_7/ 0
_1,,

Yy =CcoszT

U: V tomto pripade je jedno, v akom poradi aplikujes koeficienty.
s ,
Z: Najskor posuniem o 5 pozdlZ osi x. Nepamdtdm sa ¢ dolava, alebo doprava.

U: Pomoéz si zaciatoénym bodom A [0; 1] povodného grafu na zakladnom intervale. Hodnotu

1 si dostal, ak si za argument x dosadil 0. Tato tvahu urob aj pre funkciu f; : y =
T T
= Cos (x - 5) Tu je argument vyraz (x = 5) Co musi$ dosadif za x, aby aj tento

argument (x — g) bol nula? Aj tato funkcia bude maf potom hodnotu 1.

Z: To je jednoduché. Treba dosadit x =

SIERYIE

U: A to je podstata. Ak za = dosadis —, bude argument funkcie f; rovny nule a teda

aj hodnota funkcie [, bude 1. Bod A|0;1] sa teda posunul do bodu A’ [g, 1}, ¢ize o g

doprava. Takto sa potom posunu vsetky body grafu funkcie f;.

Yy
B 1 o y = cos(z — 3) B
~ ~ ~ — ~ ~
Ve ~ Ve
N / N v N v
‘ N e 0 N, / N /
=27 S T e AN T e m AN 3 7 i T
AN AN AN
\\// _1 \\// \\//
Yy = COSXT

Z: Cislo 2 pred funkciou kosinus znamend, Ze sa vsetky hodnoty zdvojnasobia.

U: Tam, kde boli maximélne (rovné 1), budit maximalne (rovné 2), minimalne hodnoty teraz
buda —2. Tam kde funkcia f; nadobtidala nulové hodnoty, ostanii nezmenené, lebo 2-0 = 0.
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1y = cos\& — &

U: Dokonci rieSenie tlohy.
Z: Perioda sa nezmenila, p = 2w, H(f) = (—2;2). Graf tejto funkcie je vlastne sinusoida.

U: Priesecniky budu teda tie isté ako u funkcie sinus: © = k7; kde k je celé ¢islo.

Uloha : Nacrtnite graf funkcie pre x € (—2m; 4m), urcte periodu a obor funkénych hodnot, ak

1 . ( +7r>
. = —SIn{x — .
y=3 A
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Priklad 3: Naértnite graf funkcie pre x € (=2m;4w), urcte periddu, priesecniky so siradni-
covymi osami a obor funkénych hodnot, ak

x
Ty =2 —.
fry cos 5

1
U: V argumente funkcie kosinus ¢islo — nésobi redlne ¢islo x, teda ho ovplyviuje. 3% SO

zvacsujucimi sa hodnotami x narastd dvakrat pomalsie ako samotné z.

N<

: Teda aj hodnoty cosg budi narastat dvakrat pomalSie ako pri cos .

U: Na niektorych intervaloch narastat, na niektorych klesat. V porovnani s funkciou y = cos x
L . . . T L0 191 %
budu vsak tieto intervaly pre funkciu y = cos 5 dvakrat dlhsie.

Z: Zmeni sa perioda?
U: Bude dvakrat vicsia, bude teda 47, ¢o zodpoveda aj poznatku z tedrie:

2
= — = 4.
P=T
2
Yy
_ 1
\\ //
AN 7
N /
-2 N AT e 0 x
AN Ve
\\// 71

Z: Cislo 2 pred funkciou kosinus sicine znamend, e sa vsetky hodnoty zdvojnésobia.
U: Tam, kde boli maximélne (rovné 1) budi maximalne (rovné 2), minimélne hodnoty teraz
x
buda —2. Body, v ktorych funkcia f; : y = cos§ nadobudala nulové hodnoty, ostanu

nezmenené, lebo 2 -0 = 0.

U: Vyries zvysné casti tlohy.
Z: Periodu sme uf urcili, je to 4mw. Obor funkényjch hodnot je uzavrety interval (—2; 2) a
priesecniky s osou x urcim, ak za y dosadim 0.
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v .o . X o o x , o .
U: Budes riesif rovnicu: cos 5 = 0. Pouzi substiticiu v = 5 a ziskas rovnicu:

cosu = 0.

/. / I / / v/ / 7/ v/ 7T
Z: Kosinus ma nulové hodnoty pre argument rovny neparnym celociselnym nasobkom cisla 5

U: To znamené:
u:@k+Dg
a teda
T T
—=(2k+1)=
7 ¢oho

x = 2k + ).

N«

: Aj nulové body nadobiuda tato funkcia dvakrdat zriedkavejsie.

c

: Tieto vypocty ti niekedy pomdzu odkontrolovat predchadzajice tvahy.

Uloha : Nacrinite graf funkcie pre x € (—2m;4m), urcte periodu, priesecniky so suradnicovymi
osami a obor funkcénych hodnot, ak

1
1y = —sin2zx.
gy =gsinlz

Y= % 1 Y= % sin 2z
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Priklad 4: Nacrtnite graf funkcie pre x € (—2m;4m), urcéte periddu a obor funkényjch hodnat,
ak f:y=sin(m —2z) —0,5.

U: Cislo —2 v argumente funkcie sin(m — 2z) stvisi s dvoma zmenami na grafe. Zmeni sa
perioda a graf funkcie sa preklopi.
Z: Preco sa preklopi, ved sinus nie je ndsobeny Ziadnym zdpornym cislom.

U: To zaporné ¢islo je schované v argumente. Pretoze funkcia stnus je neparna, po tprave
argumentu a vyuziti neparnosti dostaneme:

y = sin [~ (22 — 7],

¢o znamena, ze
y = —sin(2x — 7).

Z: Ak som dobre porozumel, pre uvahy o grafe zloZenej funkcie sinus je dobré, aby koeficient
pri x bolo kladné redlne cislo.

U: Ano, zapornost tohto ¢isla v tomto pripade ovplyviiuje to, ¢o suvisi aj s koeficientom
nasobenia hodnoty sinus. Aby sme odhalili vSetky zmeny tykajuce sa grafu, je nutné v ar-
gumente osamostatnit .

Z: Vyberiem pred zatvorku 2:

U: Predpis zadanej funkcie méa teraz tvar:

f:yz—sin[?(x—gﬂ —0,5.

U: Budeme postupne aplikovat geometricky vyznam jednotlivych koeficientov. Za¢neme v ta-
kom poradi, v akom sa uplattiuji koeficienty z hladiska priority operacii pri poc¢itani funk-
¢nej hodnoty. Vychodiskovym grafom je y = sinz.

. , T
Z: Potom ho posunieme v smere osi x doprava o 5

U: Ziskame graf funkcie y = sin(z — g)

Y
P 1+ P P
Ve N / N Ve <N
s N 7 N V N
v AN ; N / AN —
—27 *71'\\ Ve 0 ™ /1ﬁ 37}\ /47T z
AN e N e N e
~_ _- ~_ _- ~_ __-
-1 y =sinz

U: Co zmeni koeficient 2 v argumente funkcie?

Z: Periéda bude polovi¢na.
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T
U: Sinusoidu nac¢rtneme dvakrat hustejsie od bodu [5, 0] napravo aj nalavo.

Y

A\

/N

_2>\/ _v 0

-1

R

N

%

y = sin[2(z —

ANA

3)]

Z: Zvysné koeficienty uz mi nerobia problém. Najskor preklopim posledny graf podla osi x,
lebo je tam —1 ndsobok sinusu, a nakoniec posuniem dole o 0,5.

y,
_ N 1 _ y=- sin[2(x — )]
/0 /N 1/ /N /N
/ \1 1/ \1 0 \1 1 ‘ / \1 1/ \ ‘
—27 S \ \ Vs \ 2 \ 3 \ ir
\N_/ N \N_/ N/ _/ N
i y=—sin2(zx — %)] — %

U: O periéde sme uz hovorili, bude polovi¢na v porovnani s jednoduchou funkciou sinus, teda

p=T.

Zostéava urcit obor funkénych hodnét.

Z: 7 obrdzka sa dd vycitat, Ze oborom funkénych hodnét je uzavrety interval (—1,5;0.,5).

U: Existuja aj iné metddy, ktoré nas dovedua k vyslednému grafu.

Z: MoZete jednu, taki jednoduchsiu, prezradit?

U: Preco nie? Pozri sa na vysledny graf, a pokus sa zistit, ¢o je na 1iom dolezité, ak nechces
prejst tortirou posivania, zmeny periédy a podobne.

Z: Kopceky, doliny? Netusim.

U: V podstate ano. Stac¢i vSak jedno maximum a jedno minimum. Staci najst zdakladny
motiv, ktory budeme opakovaf. On je jednoznacne uréeny odlZnikom, ktorého jednou
stranou je interval diZky periédy tejto funkcie a druhou stranou obor funkénich

hodnaot.

Z: Ako to uréime?
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U: Pre funkciu y = sinu je zdkladnym intervalom pre argument u interval (0;27). To isté

musi platif pre akykolvek argument. V nasom pripade:

0= (22— ) < 2m;

pripoc¢itame 7:
7 < 2x < 37,

vydelime 2:
3m

|
A

T

A

5"
[ , ; o . T 3T
Zakladny motiv nacrtneme na intervale <2; >

Z: Zaujimavé. Je to interval dizky 7, ¢o je peridda.

uU:

Z: Hodnoty y budii v rozmedzi od —1,5 do 0,5 vratane. To sme dostali aj predtym.

Dokonca zac¢ina v bode do ktorého sme v predchadzajicej metode posunuli graf. Urcime
eSte funkéné hodnoty. Opitf si pomdzem zékladnym grafom. Sleduj tpravy v tabulke.
V prvom riadku je vyjadrend vlastnost, ze hodnoty funkcie y = sinx st v rozmedzi od —1
do 1 vratane tychto ¢isel. To isté plati pre akykolvek argument funkcie sinus, teda aj pre
hodnoty sin(2z — 7). Vynasobenim ¢islom —1 ziskame také isté ohranicenie pre funkciu
y = —sin(2x — 7). Ak odpocitame ¢islo 0,5 dostaneme rozmedzie pre hodnoty funkcie

y = —sin(2z —7) —0,5.

—1<sinz <1
—1=sin(2zr—7m) =1

12 —sin(2xr—m) 2 —1

1-052—sin(2r—m)—05=2—-1-0.5

0,5 = —sin(2x —7)—05=-15

U: Samozrejme. Tu vSak nacrtneme len jeden graf, a to vysledny do predtym vymedzeného

obdlZnika.
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U: Vymedzime stredné (predtym nulové hodnoty) a zohladnime preklopenie vdaka koefi-
cientu —1. Rozpocitame hodnoty pre x na danom intervale tak, aby sme zacali strednou
hodnotou, minimom, strednou hodnotou, maximom a ukon¢ili strednou hodnotou.

Uloha : Nacrinite graf funkcie pre x € (—2m; 47), urcte periodu a obor funkénych hodndot,
ak: g :y = cos(m+2x) +0,5.

Vysledok: p = 7m; H(f)=(-0,5;1,5)

_1d y =cos(2x +m) 4+ 0,5
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Priklad 5: Nacrtnite graf funkcie f :y = 2sin (23: — g) —1.

U: Predpis funkcie upravime na tvar

y = 2sin [2 (1 — E)} —1,
4

pretoze posun pozdlZ osi x sa viaze na argument x, nie 2x. Zohladnime vyznam vSetkych
koeficientov od vnutra zapisu tak, ako sa zadana zlozena funkcia vytvara.

Z: Urcite zacneme grafom funkcie f; = sinzx
U: Ano, potom postupne grafom funkcii
fo 1y =sin(z — Z), o je posun grafu f; pozdlz osi z o % doprava,
m . .- ., .
fs:y=sin2(x — Z)’ mé dvakrat mensiu periodu ako u funkcie fo

Funkcia f; : y = 2sin2(z — %) mé dvojnasobné hodnoty v porovnani s funkciou f3

N«

: Nakoniec posunieme o 1 nahor pozdlz osi y a dostaneme graf zadanej funkcie f. To vsetko
do jedného obrdzka? Bude to pri mojej Sikovnosti dost neprehladné.

U: Urob radsej cyklus obrazkov. Ako film.

Y
2 — Q1 m ™
1 y =sin(z — 7)
! \
| |
4 | : of : J %
’ ; TFM '
! !
-1 <
y =sinz

Z: S grafom funkcie f5 potrebujem poradit.
U: KedZe periéda bude poloviénd v porovnani s funkciou fy, tak tam, kde mas polovicu
zakladného motivu sinusoidy pre fo, musis nacrtnat pre f3 cely zakladny motiv.

gw g” y = 2sin[2(z — 7)]
=sin(z — %
10 /‘y/‘\ \( 4) 10
SR /\
/ | N
: : : —y =t : —t f + o

0 z LIVAN LN 27;/ x 0 / 1 ™ Smow
14 ~__- 1t
_9 —9]
-3 —31

y=2sin2(x — §)] -1
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Z: Dost ndarocné na c¢as, aj presnost.

U: To 4no, ale na druhej strane je to velmi potrebné napriklad pre fyziku. Aby si pochopil
fazovy posun, amplitidu a iné veci so striedavym priudom a napétim, potrebujes poznat
aj tieto komplikovanejsie veci.
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Priklad 6: Dany je graf funkcie podla obrdzka. Uréte predpis funkcie.

U: MAS predstavu, ktord z funkecii sinus, respektive kosinus by to mohla byt?
Z: Zda sa mi, Ze aj sinus, aj kosinus.

U: V tom je zadanie po prvykrat nejednoznacné z hladiska vysledku. UkéZeme si, Ze tento
graf mozno chapat aj ako graf funkcie sinus, aj ako graf funkcie kosinus. Co urcite nezavisi
od toho, ktord z tjchto funkcii to je, je posunutie grafu pozdlz osi y. Pomoze ti, ak si
uvedomis$, Ze maxima, aj miniméa pre neposunuty graf maja rovnaku absolttnu hodnotu.

Z: V zadanom grafe si maximd 4 a minimd —2. KedZe stred tohto intervalu je v bode 1, tak
posunutie bude o 1 nahor.

U: Mame jeden koeficient v predpise zloZenej funkcie, ktori hladdme: d = 1. Pre urcenie
ostatnych musime urobit dve rozhodnutia:
1. predpis funkcie, ktortt budeme urcovat,
2. na ktorom intervale zoberieme zakladny motiv grafu.
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uU:

N«

Vybral si jeden z moznych intervalov. V tom je zadanie po druhykrat nejednoznac¢né
z hladiska vysledku. DIzka zakladného intervalu ur¢uje najmensiu periédu, ktord stvisi
s dalsim koeficientom v predpise: f : y = asin [b(x + ¢)] + d.

mom 6m

: DiZka intervalu je 5 T3 =5 = 31 a to je najmensia perioda. Viem, Ze suvisi s

koeficientom b, ale potrebujem vysvetlit ako.

: Zjednodusene povedané, ak je koeficient b = 2, hodnoty argumentu narastaja dvakrat

rychlejsie, peridda je poloviéna. To nie je nas pripad, preto b € (—1;1). Nova periéda 37
je 1,5- krat vicsia ako zakladna peridéda 2. Koeficient b je preto b = 15=3 Ani tento
koeficient nezavisi od toho, ¢i hladame predpis funkcie sinus alebo kosinus.

N<

C N

N(

N«

Ako urcime zvysné koeficienty?

: Cestu k ich uréeniu si v podstate naznacil, aj ked si to neuvedomujes. Povedal si, Ze ma-

xim4 maji hodnotu 4 a minim4 hodnotu —2. To je rozpitie 6. Nafahovanie sposobuje
koeficient a. Akt hodnotu by teda mal mat?

Trq.

: Ano, ale to len preto, Ze na nami zvolenom intervale graf zadanej funkcie kopiruje graf

funkcie y = sin z.

Ak by na tomto intervale boli dolina a kopec opacne, bolo by a = —37

: Pochopil si to spravne. Mohol by zostat kladny, ale na zaporni hodnotu by si musel zmenit

koeficient b. Vtedy by si vyuzil pre ipravu neparnost funkcie. Uréenim intervalu si zarovern
popisal, o kolko doslo k posunutiu zdkladného grafu v smere osi x.

. ™
: O 3 doprava, teda c = ——.

U: Predpis funkcie moze mat teda tvar:

f:y:?)sinﬁ(x—gﬂ—kl

Teraz si ukazeme, Ze aj pre funkciu sinus to nie je jednoznac¢né z hladiska vysledku. Za
zékladny interval by sme si mohli zobrat (—m;27).
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Z: Ale perioda a posunutie hore by sa nezmenili.

U: Zmeni sa iba posunutie v smere osi x a koeficient a, lebo tvar sinusoidy na tomto intervale
je preklopeny.

Z:a=-3ac=m.
U: Riesenim tlohy je aj predpis:

f:y=—3sin |:§(.T—|—7T):| + 1

Z: Zacinam chdpat. Vietko je len otdzka dobre ¢itat graf.

U: Chvélim fa. Najdime nakoniec aspon jeden tvar predpisu pre funkciu kostnus. Zoberme

it | T 11w
interval ( ——; —— ).
4’ 4

Z: Vela vect sa nezmend. Posunutie hore, peridda, natiahnutie pozdlZ osiy. Akurdt sa preklo-
T
pilo a posunulo nalavo o 5 Koeficienty budi:
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Priklad 7: Nacrtnite graf funkcie f :y =

N«

N«

sinz — —|.
2

: V dlohe rozoberiem dva pripady, aby som odstrdnil absoliutnu hodnotu.

: Je to jeden z moznych pristupov k rieSeniu, ale nie je efektivny. Absolutna hodnota je vo

vyjadreni funkcie z celého vyrazu na pravej strane. Zacni najskor grafom funkcie

1
fi:y=sinx — 3 Potom si vysvetlime, ¢o spdsobi absoliitna hodnota.

1
: To nebude problém. Nacrtnem graf funkcie y = sinx, a ten posuniem po osi y nadol o 3"

—ainr — L
y=sinz — 3

1
: Funkcia f; : y = sinx — 3 méa hodnoty, ktoré st nezaporné, ale aj hodnoty zaporné.

KedZe absolitna hodnota sa podla definicie poc¢ita dvojako, zohladnime tato skutocnost
aj pri uréeni vysledného grafu. Ak je redlne ¢islo a nezaporné (a = 0), tak jeho absolatna
hodnota je to isté ¢islo: |a| = a. Pre graf to znamen4, Ze tym ¢astiam, ktoré st nad osou x
prislichaju kladné hodnoty, ¢ize absolutna hodnota ich nemeni. To ¢o je nad osou x

na grafe funkcie f; : y = sinx — 3 patri aj vyslednému grafu.

Uz si spominam. To isté sme robili aj u ingych funkcii.

: Ak je redlne ¢islo zaporné (a < 0), tak jeho absolitna hodnota je k nemu opacné ¢islo:

al = —a. Pre graf to znamena, ze tym jeho Castiam, ktoré st pod osou « prisluchaju
g ym J J
za’porné hodnoty.

Treba ich zmenit na kladné, pretoZe si to vyZaduje absolitna hodnota. Tak to jednoducho
preklopime podla osi z.

: Casti grafu funkcie pod osou x zobrazime osovo simerne podla osi z.

2 — ain o — L
y=sinx — ;5
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. 1
Uloha : Nacrtnite graf funkcie g : y = |sinx| — =.

Vysledok:

2

y = |sinz| — %
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Priklad 8: Nacrtnite graf funkcie f : y = sinx + |sin z|.

uU:

V predpise funkcie je v absolitnej hodnote iba ¢ast vyrazu na pravej strane, preto ro-
zoberieme dva pripady, aby sme absolitnu hodnotu odstranili. Ak je sinz = 0, tak
|sin x| = sinz. Ako bude v tomto pripade vyzerat predpis funkcie f7

: Namiesto absolutnej hodnoty zo sinusu dosadim sinus:

firy=sinx +sinx
fi:y=2sinz.
Vyriesime aj podmienku sinx = 0, pre ktori sme ziskali upraveny predpis funkcie?

: Mozeme, ale nie je to vzdy nutné. Zohladnime ju vo vyslednom grafe, v ktorom nacértneme

aj graf funkcie y = sinz. Graf funkcie y = 2sin z nacrtneme iba na tych intervaloch, kde
je graf funkcie y = sin x nad osou .

Y
21

1,,

o ‘ —\/ 0 ‘ w\/n ‘ 3\/177 z
_1,,

y=sinz
_2,,
: Hodnoty funkcie y = 2sinx st dvojnasobkami hodnét funkcie y = sinz. Druhy pripad,
ked sinx < 0 sa pokus vyriesit analogicky.
: Ak je sinz < 0, tak |sinx| = —sinx, lebo absolitna hodnota zo zdporného ¢isla je k nemu
opacné cislo. Dosadim:
fo:y=sinx + (—sinx)
f2:y=0.
To uz nie je goniometrickd funkcia.
: Je to konstantnd funkcia, lebo bez ohladu na to aké je redlne ¢islo x, jemu prislichajica
hodnota je vzdy 0. Co je grafom tejto konstantnej funkcie?
: Priamka.
: Presnejsie os z. Nasej tlohe vsak vyhovuju iba casti tejto priamky. Vyznacime ich vo
vyslednom grafe tam, kde je sinusoida pévodného grafu pod osou .
: PretoZe sinus bol zaporny.
: Ano. Spojenim oboch pripadov dostaneme vysledny graf.
Y
ol y =sinz + |sinz|
i} /
~ar - ’ 0o T 2 3m ir @
—1+
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Uloha : Nacrtnite graf funkcie g : y = cosx — |cos x|.

Vysledok:
y
~ K -
2 — 0 7’r 27 37 ir @
14
—2+4

y = cosx — | cos z




