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Kvadraticka funkcia
RNDr. Beata Varincikova

U: Vieme, ze predstavuje urciti zavislost medzi dvoma veli¢inami. V pripade, Ze

CN<CN<

C N

jedna veli¢ina zavisi od druhej mocniny druhej veli¢iny, hovorime o kvadratickej zavislosti.
Jednoduchym prikladom je zavislost obsahu Stvorca od strany Stvorca

S = a?,
alebo zavislost drahy rovnomerne zrychleného pohybu od ¢asu

s =S¢ + vot + at?.

: Teda musi tam byt vZdy nieco na druhi.

: Ak pouzijeme obvyklé oznacenie premennych x a y, tak najjednoduchsim pripadom kvad-

ratickej funkcie je funkcia s rovnicou

y = 2>

V predpise funkcie vS§ak moéze vystupovat okrem kvadratického ¢lena aj linearny a abso-
lutny, preto vseobecny predpis pre kvadraticka funkciu bude

= ax’® + bz + c.

: Koeficienty a, b, ¢ su lubovolné redlne cisla?

: Ano, a7 na jednu podmienku. Skiis porozmyslat.

UZ to vidim, nemoZe byt a = 0, pretoZe by to uz nebola kvadratickd, ale len linedrna funkcia.

: Vyborne. A aky bude tejto funkcie?

Za x moZem dosadit hocijaké ¢islo, teda D = R.

: Presne tak, moZzeme teda zhrnut:

Kwvadratickou funkciou nazgvame kazZdd funkciu dani rovnicou
2 L.
fry=az"+bx+c,

kde a,b,c € R, a # 0. Je definovana na R.

. Myslim, Ze s grafom kvadratickej funkcie som sa uZ stretol, nie je to priamka.

: Mas pravdu, je to krivka, ktora sa nazyva parabola a my sa teraz pozrieme na to, od ¢oho

zavisi jej tvar a poloha. Zacneme tym, Ze do jedného obrazku zostrojime grafy funkcii

1
fl:y:x27 fQ:y: .1‘2, f33y:§132.

: KedZe grafy mie su priamky, potrebujem si v suradnicovej sustave zostrojit viac bodov,

napisané si v tabulke v rdmdeku.
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T |—2|-1]0] 1 ]2
y = x° 4 {1 /0]1]4
y=—22]-8]—=2]0]—-2]-8
y=3z> | 2 [05[0/05] 2

U: Dobre. Na nasledujicom obrazku st zakreslené grafy funkcii fi, fo a f5. St to paraboly.

2 2

y=x y:%a:

Z: Tieto paraboly vsak nie si rovnake, dve su otocené dohora a jedna nadol. Dohora st otocené

N(

cervend a modrd, ktoré maju rovnice

Myslim, Ze vidim stuvislost — nahor obrdtené maji kladny koeficient a, ale td so zdpornym
koeficientom je obrdtend naopak.

: Mas pravdu. Plati:

Pre a > 0 je grafom kvadratickej funkcie parabola ,,obratena‘ nahor, pre a <0
parabola ,,obratena nadol.

Vsimol som si este jednu vec — paraboly nie si rovnako Siroké. Zelend parabola s rovnicou
y = 222 je najuisia a modrd parabola s rovnicou y = %12 zas najsirsia. Zrejme to opdt
nejako suvisi s koeficientami, len mi to unikd.

: Ak ta zaujima ,Sirka“ paraboly, nev§imaj si na chvilu znamienko koeficientu, pretoze to —

ako sme pred chvilou povedali — len obrati parabolu. Potom uz lahko zistis, Ze plati:
Cim je absolitna hodnota koeficienta a vicsia, tym je parabola ,uzsia“.
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: Ak chceme zostrojit graf kvadratickej funkcie, je dobré poznat niektoré vyznacné body na

grafe.

. Zrejme mate na mysl priesecniky s osami.

: Ano, a este k tomu aj vrchol paraboly. UkadZeme si to na funkcii

fry=a*—2x—3.

Vie$ urcit priesecniky jej grafu s osami?

: Priesecnik grafu s osou y sa hladd lahko, je to bod, ktory md x-ovi siradnicu nulovi. Preto

dosadim do predpisu funkcie za x nulu a dostanem
y=0>—-2-0-3=-3.

Teda priesecnik paraboly s osou y je bod Y [0; —3].

: MézZeme to skiusit aj zovSeobecnit. Ak do predpisu kvadratickej funkcie

fry=ar®+br+c

dosadime za x nulu, dostaneme
Yy =c.

: Aha, takZe koeficient ¢ vlastne urcuje druhi suradnicu hladaného priesecnika!
: Mas pravdu, zopakujem eSte raz:

Graf kvadratickej funkcie [ :y = ax® + bx + ¢ pretina os y-ovi v bode Y [0; c|.
Mozes prejst na prieseéniky grafu funkcie s osou .

. Priesecniky grafu s osou x su také body, ktoré maji y-ovi suradnicu nulovi. To znamend,

Ze v rovnici funkcie dosadim za y nulu. V mojom pripade vznikne
0=2a%—2r—3.
To je obycajnd , ktord viem spamiiti rozloZit na sicin
0=(zx—-3)(x+1).

Jej korennmi su cisla 3 a —1.

: Hovori sa im tiez nulové body kvadratickej funkcie. Graf nasej funkcie teda pretina os

z-ova v dvoch bodoch: X [3;0] a X5 [—1;0]. Tvoj postup opét zovSeobecnim:

Prvé suradnice priesecnikov grafu kvadratickej funkcie s osou v uréime rie-
Senim rovnice ax®+ bx +c = 0.

Skis rozdiskutovaft, kolko takychto prieseénikov moze vzniknit.

: Ak riesim kvadraticki rovnicu, moZe vyjst kladny , vtedy md rovnica dva ko-

rene. To znamend, Ze graf funkcie pretne os x-ovi dvakrdt. Ale rovnica moze mat aj jeden
koren, ak je diskriminant nulovy. Vtedy by sa parabola asi iba dotkla osi. No a napokon
st aj take kvadratické rovnice, ktoré nemaju Ziadny redlny koren, pretoZe ich diskriminant
je zaporny. A to by znamenalo, Ze parabola nemd s osou x spolocény ani jediny bod.
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U: Vyborne. Zvladli sme priesecniky grafu s oboma osami. Skisme teraz najst vrchol paraboly.

Z: Mdm ndgst vrchol paraboly y = x> — 2z — 3. Prizndvam, Ze neviem, odkial zacaf.

U: Zacni . Prvé dva ¢leny 22 — 2z potrebujes doplnit do $tvorca, teda do
druhej mocniny vhodného dvojé¢lena.

Z: TakZe tam doplnim jednotku, lebo plati, Ze
2 =2 4+1=(x—1).
Jednotku ale nemozZem len tak pridat, musim ju hned aj odobrat. Cely zdpis bude takito:
y=1—2r—3=10>—20+1—-1-3=(z—1)° -4

U: Pozrime sa teraz na vysledny zapis y = (¢ — 1)° — 4. Ked#e druha mocnina fubovolného
realneho cisla je ¢islo nezaporné, tak plati

(z—17%2>0.
Potom vsak
y=(r—17°-4> -4

Preto najmensia hodnota, ktortt mdze nasa funkcia nadobudnif, je ¢islo —4. A to nastane
vtedy, ked je (# — 1)* = 0, teda ked # = 1. Tak sme nasli minimum tejto funkcie a vlastne
aj vrchol paraboly, ktorym je bod V' [1; —4].

Z: Myslim, Ze teraz uZ viem nakreslit graf tejto funkcie. Bude to parabola obrdtend nahor,
s vrcholom v bode V' [1; —4]. A vyznacim aj vsetky priesecniky s osami. Tu je to:

Yy y=2x2—2x—3
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: Dobre. Graf nasej funkcie mézeme zostrojit aj pomocou . Staci

si uvedomit, Ze rovnica funkcie v tvare
2
y=(r—1)7—4

hovori o tom, ze graf funkcie y = 22 posunieme o jeden dielik doprava v smere osi z-ovej
a o Styri dieliky nadol v smere osi y-ovej.

N(

N«

b\ 2
: Skisim to. Potrebujem este doplnit B%. Preto tam priddm a hned aj odoberiem (2—> .

: Postup, ktorym sme nasli vrchol paraboly, teraz zovseobecnime.

. Takze vezmem predpis kvadratickej funkcie v tvare y = ax®+bx+c a idem doplriat

. No, asi som skoncil . ..

: Najprv vyber koeficient a pred zatvorku, aby si dostal normovany kvadraticky trojclen.

To je taky, ktory ma pri 22 koeficient jedna.
Vyberam:
2 < 2 b C>
y=ax"+br+c=alx*+-ax+-).
a a

: Dobre. A teraz vezmime zo zatvorky prvé dva c¢leny

b
-
a

z? +
a sktisme ich doplnit do $tvorca. PouZijeme zndmy vzorec
A4+ 2AB+ B?> = (A+ B)*.
Ak ho porovnas s nasimi ¢lenmi, tak vidis, ze

A=z, 2AB= éx

Odtial dostaneme
Dalej mozes pokracovat aj sam.

a
Teda

24 ey (2 T ﬁ—2+5
' a 2a 2a al’

_ (z b 5)_
y=al|lx"+ -2+ =a
a a

: Zatial velmi dobre, pokracuj.

. V dalsom kroku uZ prvé tri modré cleny nahradim podla vzorca druhou mocninou a zvysok

skusim upravit takto:
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: Este odstran hranatu zatvorku.
: Dostanem tvar

b\? 2
:a($+%) —E—i—c.

: Vyborne, teraz urobime podobnii ivahu ako pred chvilou v priklade. Ak je a > 0, tak plati

b 2
a(x—i——) >0,
2a

teda )
i 2 v +c2 v +
alr+—| ——+c=2——+c.
2a 4a — da
2 b
Preto najmensia hodnota funkcie je —4——1—0 a to vtedy, ak x = o Takze vrchol paraboly
a a
je bod
b b?
Vi——;——+c|.
{ 20’ 4a i (}
K rovnakému vysledku by sme prisli aj pre a < 0, vtedy pre z = ~5a dostavame maximum
a
funkcie.

. Tie suradnice vrchola sa mi vobec nepdcia, siu také komplikované a vobec, cel€ je to takée
zloZité. . .

: Nemusi$ sa ich uéif naspamiif. Ak dobre ovladas doplianie do Stvorca, zvladnes kazda
ulohu.

: Teraz, ked uz vieme urcit stradnice vrcholu paraboly, mdzeme sa zaoberat vlastnostami
kvadratickej funkcie. Za¢nime najprv situdciou, ked koeficient a je kladny.

: Vtedy je grafom funkcie parabola obratend nahor.

: Presne tak, na nasledujicom obrazku je parabola znazornené aj s vrcholom:

Yry=azx?+br+c
a>0

v
" 4a ter———
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Popis ¢o najviac vlastnosti tejto funkcie.

Z: UZ sme povedali, Ze definicnym oborom je mnoZina R, je len interval
bQ
H=(——+co00].
S
Funkcia je , je na intervale <—2—; oo) a na intervale
a
b b , .
—00; —— ). V bode x = —— md ostré
2a 2a
U: Ide ti to vynikajico, eSte mi skiis nie¢o povedat o troch pé — prostosti, parnosti a peri-
odickosti.
Z: Tak nie je, uZ duplom nie. Nie je ani a nad tou pdrnostou este
rozmyslam. . . Mohla by byt , ak by bola parabola sumernd podla osi y.

U: Presne tak. Vtedy by vrchol lezal na osi y, z ¢oho vyplyva, ze jeho prva stradnica by bola
nula. A to mdZe byt len vtedy, ak koeficient b je rovny nule.

U: Pozrime sa este na vlastnosti kvadratickej funkcie so zdpornym koeficientom a. Tu je jej

graf:
Yy y=az?>+bx+c

a<0

b2 V
\
\
\
\
|

0 _»b T

Z: Tak vidim, Ze grafom je parabola je obrdtend nadol, definicny obor D = R, obor hodnot

2 b
H = (—oo; I + ¢ ). Funkcia je zhora ohranicend, rastica na intervale (—oo; —2—> a
a a

b b
klesajica na intervale <—2—; oo) . Md maximum v bode x = ~%g" Ak b =0, tak je parna.
a a

Nikdy nie je nepdrna, ani prosta, ani periodickd.

U: Vynikajaco. Na zaver zhrnieme do tabulky vSetky vlastnosti kvadratickej funkcie, ktoré si
vymenoval:
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Vlastnosti kvadratickej funkcie y = ax? + bx + ¢, a,b,c € R, a # 0:

. je rastlica na intervale <—

. mé minimum v bode . = —

Yty=az?+bx+c
a>0
b
" 2a
0 } T
|
|
b2 |
—qo e G

. grafom je parabola obratena nahor;
. defini¢ny obor D = R,;

. obor hodnot H = <_Z_z + ¢ oo);

ak b = 0, tak je parna;
2:00), kle-
sajuca na intervale (—oo; _%>;

b .
2a?

je zdola ohranicena;

nie je prosta.

Yry=ax’?+bx+c
a<0

b2
—E _A'_C,fff

. je rastuca na intervale (—oo;

. mé maximum v bode z = —

. grafom je parabola obratena nadol;
. defini¢ny obor D = R;
. obor hodnét ‘H = (—oo; —Z—z + c>;

. ak b =0, tak je parna;

b
2a/’
253 0);

klesajuca na intervale <—2a

b
2a’

. je zhora ohranicena;

. nie je prosta.
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Priklad 1: Dané su kvadratické funkcie:

a) f:y=a?—6x+1,

b) g:y=—2*—3z.

Najdite suradnice vrcholov parabol, nacrtnite grafy a na zdklade grafov urcte vlastnosti
danych kvadratickych funkcii.

: Zacnem prvou funkciou

fry=2a*—6z+1.

Mdm nagprv urcit vrchol paraboly?

: Ano, najdes ho pomocou

. Tak to celkom dobre ovladam. Plati:

y=a2—6x+1=2>—6x+9—9+1=(z—3)°-8.

Z toho uz viem urcit vrchol, bude to bod so suradnicami [3; —8].

: Vyborne. Pustis sa hned aj do grafu?

: Samozrejme. KedZe koeficient a v rovnici funkcie je jednotka, teda ¢islo kladné, tak grafom

je parabola obrdtend nahor. A md ,normdlnu® §irku, teda taki, ako md aj parabola y = x>.

: Navrhujem vypocitat aj nulové body funkcie, t.j. priesecniky jej grafu s osou .

: To znamend, Ze chcete po mne, aby som vyriesil kvadratickd rovnicu

2 —6x+1=0.
Nic tazké, pomozZem si diskriminantom:
D=6>-4-1-1=236—4=32.

To teda nevyslo velmi pekne.

: To neprekéza, mozeme &astoéne odmocnit, v/32 = /16 - 2 = 4/2.

: Korene rovnice su potom cisla

~6+£4V2

5 — 3+ 2V2.

T1,2

: KedZe ich budeme nanasaf na ¢selnti os, bude dobré ich vy¢islit. Teda 27 = 3+ 2v/2 = 5,8

aT,=23—2vV2=02.

N«

: Myslim, Ze uz mozem nakreslit graf, vyzerd takto:
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cy=22—6x+1

U: A teraz pomocou grafu ur¢ vsetky vlastnosti funkcie f, ktoré poznas.
Z: Zacnem obormi,
D=R, H=(-8).
Dalej prejdem na monotonnost, funkcia je klesajiica na intervale (—oo;3) a rastica na
intervale (3;00). V bode x = 3 md ostré globdlne minimum a je zdola ohranicend.

U: Vyborne, ja esSte dodam, Ze nie je ani parna, ani neparna, ani prosté, ani periodicka.

Z: Prejdem na funkciu
g:y=—a*— 3.
Opit zacnem hladanim vrchola. Najprv budem upravovat doplnenim do uplného Stvorca.
Asi by som mal najprv vybrat minusko pred zdtvorku.

U: Presne tak, ak koeficient a v rovnici funkcie nie je rovny jednej, je vhodné vybrat ho pred
zatvorku.
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Z: Tak idem na to:
3\ /3)\°
y=—a"—3r=— (2" +3z) =— 2"+ 3z + (5) — (5) ] :
Prvé tri cleny aZ napisem v tvare druhej mocniny, teda
— (242 ] 4 2+9
v= 2) 4| 2) "1
. PR . 39
A mdm to, vrchol paraboly md suradnice —3 7|
U: Velmi dobre, néjdi eSte nulové body funkcie g.
Z: To bude lahké, lebo riesit rovnicu
—2?—3r=0
budem vynimanim pred zatvorku:
—z(r +3) =0.
A hned vidim, Ze nulové body si x1 = 0 a x9 = —3. A uZ mozZem aj zostrojit graf. Bude

nim parabola obrdtend nadol a prechddzajica nulovymi bodmi aj vrcholom:

o

g: y=—2>—3x

U: Tak sa este pozrime na vlastnosti funkcie g.
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Z: Rovnako ako pri funkcii f plati, Ze definicngm oborom je mnoZina vsetkyjch redlnych c¢isel.
Oborom hodnot je ale iny interval,

o ) . 3 L, . 3 .
Funkcia je rastica na intervale | —oo; —5) @ klesajica na intervale —57% ). Mda ma-
ximum v bode x = —= a je zhora ohranicend. Nie je ani pdrna, ani nepdrna, ani prostd,
ani pertodickad.

Uloha 1: Najdite suradnice vrcholu paraboly:
a)y = 3x* -6,
b) y = —2x*+ 6x — 4.

Vysledok: a) V' [0; —6], b) V [3;3]
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Priklad 2: Vypoctom ndjdite suradnice priesecnikov grafu danej kvadratickej funkcie so su-
radnicovymi osami:
a) y = 3x? — 5x + 5,
b)y=(z+1)?—4.

N(

: Najlahsie sa hladaji priesecniky grafov funkcii s osou y, pretoZe vtedy staci do predpisu
funkcie dosadit za x nulu. Zacnem teda prvou funkciou

y = 32% — 5z + 5.

Za x dosadim nulu a dostanem y = 5. To znamend, Ze graf prvej funkcie pretne y-ovi os
v bode
Y [0;5].

U: V poriadku, prejdi na priese¢niky grafu funkcie s osou z-ovou.

Z: Pre tie zase plati, Ze ich y-ovd siradnica je nula, preto dosadim za y nulu. Dostal som
TOUNICY
0 = 32% — 5z + 5.
U: Je to obycajné kvadraticka rovnica, teda ...

Z: ... ju vyriestim pomocou diskriminantu:
D= (-5)°"—4-3-5=25—60=—35.

Ejha, diskriminant vysiel zaporny. Tak tato rovnica nemda korene.

U: A to znamena, ze graf nasej funkcie nepretina os x-ovt.

Z: Pustim sa do druhej funkcie
y=(r+1)*—4.
Najprv za x dosadim nulu, vyjde mi y = (0 + 1)> —4 = 1 — 4 = —3. Priesecnik grafu
funkcie s osou y je teda bod
Y [0; —3].

Priesecniky s osou x ndjdem riesenim rovnice
_ 2
0= (z+1)"—4.

Zase pouzijem diskriminant.
U: To samozrejme mozes, i8lo by to vSak rozlozit na stéin aj Sikovnejsie. Nepripomina ti nieco
tvar rovnice
(r+1)*>—4=0?
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Z: No jasné, vzorec

A*-B*=(A+B)-(A-DB).

TakzZe ho pouZijem a dostanem
(z+1)P2—d4=(+1)P2-22=@@+1+2)(z+1-2)=(z+3)(x —1).

A to bude rouvné nule prave vtedy, ak x = —3 alebo ak x = 1. Mdm to, priesecniky grafu

funkcie s osou x su body
X1 [=3;0], Xp[1;0].

U: Vyborne.

Uloha 2: Viypoctom ndjdite siradnice priesecnikov grafu kvadratickej funkecie so siradnico-
vYMmi 0SamMi:
a) y =x*+ 3z + 12,
b)y=(x+5)?>—1

Vysledok: a) Y [0; 12], priese¢niky s osou = nemd; b) Y [0;24], X, [—6;0], X5 [—4;0]
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Priklad 3: Urcte rovnicu kvadratickej funkcie, ktorej graf prechddza bodmi K [1;—12],

uU:

1

Z:

uU:

L[2;—9], M [5;36].

Ma4s urcit rovnicu kvadratickej funkcie, tak si najprv pripomernme, aky je jej tvar.

Vo vseobecnosti md kvadratickd funkcia rovnicu
0y — 2 . .
y = ax” + bxr + c,

kde koeficienty a,b, c su redlne ¢isla, a # 0.

: Dobre, tvojou tlohou je uréit prave tieto koeficienty.

Tak si vezmem na pomoc tie tri body, ktoré su dané v zadani. Ak graf funkcie prechddza
bodom K [1;—12], tak to znamend, Ze ak do rovnice funkcie dosadim za x jednotku, vyjde
mi y rovné —12. To moZem zapisat aj takto:

—12=a-1>4+b-1+c
T4 isti dvahu zopakujem pre bod L [2; —9], dostanem zdpis
—9=a-2240b-2+c¢,
a este aj pre bod M [5;36], odkial

36=a-5"+b-5+c
Ak to trochu upravime, dostaneme takito sustavu troch linedrnych rovnic s tromi nezna-
mymi:
—12=a+0b+c

—9=4a+2b+c
36 = 2ba + 5b + c.

Akt metédu si vyberie$ na jej vyriesenie?

Z: Najradsej mdam dosadzovaciu metddu. Tu si napriklad z prvej rovnice vyjadrim cécko:

uU:

c=—-12—a—b
a dosadim to do druhej aj tretej rovnice. Vznikne
—9=4a+2b—12—a—b

36 = 25a + 5b—12 — a — .

A to este zjednodusim na sustavu
3=3a+0

48 = 24a + 4b.
Navrhujem ti druht rovnicu este zjednodusit vydelenim oboch stran rovnice ¢islom 4.
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Z: Aha, mdte pravdu, to som si nevsimol. TakZe mdm

3=3a+0b

12 = 6a + .

To je jednoduchd sustava dvoch rovniciek s dvoma nezndmymi, budem pokracovat stdle
dosadzovacou metodou. Teraz si z prvej rovnice vyjadrim bécko:

b=3—-3a
a dosadim to do druhej rovnice. Vznikne
12 = 6a + 3 — 3a,

odkial

cize

U: Velmi dobre.

Z:

Teraz este vyjadrim bécko:
b=3—-3a=3—-9=—6.

A napokon aj cécko:
c=—-12—a—-b=-12-3+6=-0.

A madm to, rovnica kvadratickej funkcie, ktorej graf prechddza bodmi K, L, M je

y = 32? — 62 — 9.

Uloha 3: Ndjdite rovnicu kvadratickej funkeie f, pre ktori plati: f(—1) = —26, f(1) =0 a

£(2) = —2.

Vysledok: y = —522 + 132 — 8
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Priklad 4: Zostrojte grafy funkcii:
a) fiiy=a®=2, fary=2a>+2, f3iy:($—2)2, f4:y=(x+2)2,
b) g:y=a>—4r+1.
U: Pri rieSeni tejto lohy méZzeme vyhodne vyuzit . Vychadzat

budeme z grafu funkcie
fry=a’

Z: Tak ten poznam, je to obycajnd parabola s vrcholom v bode [0;0], obrdtend nahor.

U: Dobre, tak sa teraz zamysli nad tym, ako bude vyzerat graf funkcie

fiiy=2>-2.
Z: V kazdom bode definicného oboru bude mat funkcia f; hodnotu o dva mensiu ako mala
funkcia f. Preto bude cely graf posunuty o dva dieliky nadol v smere o0si y-ovej.

U: Vyborne, vidim, Ze nebude pre teba problém ani funkcia

foiy=a*+2.
: Veru nie, je to to isté, len teraz su vsetky hodnoty funkcie o dva vicsie ako pri funkcii f,

preto bude cely graf posunuty o dva dieliky nahor v smere osi y-ovej. Tu je k tomu obrazok,
st na nom grafy vsetkych troch funkci,

N«

fry=at fiy=a*-2 friy=q°
Yy

51

U: Prejdime teraz na funkciu
fa:iy = (v —2)%
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N«

: Tu, ak dosadim za x akékolvek ¢islo, dostanem taku hodnotu, aki md funkcia f v bode o
dva mensom. Preto vrchol nebude v bode [0;0], ale v bode [2;0]. Z toho vyplgva, Ze graf
posuniem doprava o dva dieliky pozdlZ osi x-ovej.

U: Velmi dobre, podobne si uvedomime, Ze vrchol dalsej paraboly
fi:y=(z+2)?

bude v bode [—2;0].

Z: Preto bude tdto parabola posunutd o dva dieliky dolava v smere o0si x-ovej. Na nasledujicom
obrazku su vsetky tri grafy, teda pre funkcie

fry=2" firy=(2-27% fory=(a:2)

y y = a2 y=(z-2)°

U: Ostala nam posledna funkcia
g:y=a*—4x+1.
Skuisme jej graf zostrojit podobne, vyuZitim transformécii grafov.

Z: Tak to musim najprv zistit, o kolko a ktorym smerom treba tento graf posunit. Preto si
najprv predpis musim nejako Sikovne upravit. Vari doplrianim do uplného Stvorca?

U: Presne tak, je pri kvadratickych funkcidch velmi ¢asto pouzivana.

Z: Tak idem na to:
y=2>—4dr+1=02>—da+d—4+1= (v —2)*-3.

UZ je to jasné, minus dva v zdtvorke hovori o posunuti grafu funkcie f : y = 2* o dva
dieliky doprava v smere osi x-ovej. A minus tri na konci zase znamend posunutie grafu o
tri dieliky nadol v smere osi y-ovej. Ak urobim obe posunutia, dostanem takyto vysledok:
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U: Vyborne. MoZes si overit, Zze vrcholom paraboly je bod [2; —3], ¢o sa d4 zistit z predpisu

funkcie, upraveného na tvoj tvar

y=2%—4r+1

g:y=(r—2)*-3.
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Uloha 4: Zostrojte grafy funkcii:
a)y=x2% y=12>-3, y=122+2,
b)y=(xr—3)?—2.

Vysledok:
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Priklad 5: Dokazte vety:

1. Graf kvadratickej funkcie f : y = ax? + bx + ¢ zostrojeny v kartezidnskej sturadnicovej
sustave je sumerny podla osi y prdve vtedy, ked je b = 0.

2. Graf kvadratickej funkcie f : y = ax® + bz + ¢ obsahuje zaciatok kartezidnskej siradni-
covej sustavy prave vtedy, ked je ¢ = 0.

N(

V prvej casti sa hovori o grafe kvadratickej funkcie, ktory je sumerny podla osiy. To viak
znamend, Ze funkcia je pdrna!

c

: Presne tak, len mi teraz este vysvetli, ¢o rozumies pod parnou funkciou.

Ved som to uz povedal, graf takej funkcie je sumerny podla osiy.
: To je len dosledok, definicia znie trochu inak, tak ti ju pripomeniem:
Funkciu f s defini¢cnym oborom D nazyvame parnou prave vtedy, ak plati

C N

1. VxeDaj—xeD

2. Yz € D plati f(—z) = f(x).

Z: Myslim, Ze prva podmienka je v nasom pripade splnend, pretoze definicnym oborom kvad-
ratickej funkcie je cela mnoZina redlnych cisel.

U: Mas pravdu, a prave druhd podmienka, ktora vystihuje podstatu parnej funkcie, nam
pomdze pri rieSeni tlohy. Ak teda chceme, aby nasa funkcia bola parna, musi platit, Ze pre
vsetky x € R plati

To v nasom pripade znamena, ze
a(—z)? + b(—z) + ¢ = ax® + bx + c.

Pokracuj.

Z: Upravim to na tvar
az? —bxr + ¢ = azx® + bz + ¢,

odkial
2bx = 0.

No a toto bude pre vietky x platit len vtedy, ak b = 0.

U: Podarilo sa nam teda ukézat, Ze ak je kvadratické funkcia parna, tak musi byt b = 0. Plati
to vsak aj naopak, ak vyjdeme z predpokladu, ze b = 0, tak rovnakymi Gpravami, len v
opacnom poradi, déjdeme k zaveru, Ze potom je funkcia parna.

Z: Ostala mi este druhd cast, ukdzat, Ze graf kvadratickej funkcie obsahuje zaciatok suradni-
covej sustavy prave vtedy, ked je ¢ = 0. To bude lahké, lebo ak graf prechddza bodom [0; 0],
tak po dosadeni do rovnice funkcie dostanem

0=a-024+b-0+c.

Z toho vsak hned vidno, Ze ¢ = 0. A plati to aj obrdtene, ak ¢ = 0, tak graf kvadratickej
funkcie prechddza bodom |0;0].
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Priklad 6: Dand je kvadratickd funkcia f : y = 0,52% — 2. Zostrojte graf a ndjdite rovnicu
funkcie

a) fi, ktorej graf je s grafom funkcie f osovo sumerny podla priamky y = 1;
b) fa, ktorej graf je s grafom funkcie f osovo sumerny podla priamky r = —2;
c) fs, ktorej graf je s grafom funkcie f stredovo simerny podla bodu S [1;1].

Z: Najprv si zostrojim graf funkcie
f:ry=05z%—2.

Je to éervend parabola otocend nahor, s vrcholom v bode [0; —2|. Prikreslim priamkuy = 1
a podla nej osovo sumerne zobrazim parabolu.

=

Nakreslil si to dobre, teraz potrebujeme najst rovnicu tejto funkcie.

Vidim, Ze sa parabola obrdtila nadol, teda koeficient a pri x* bude zdporny.

C N

: Zmenila sa ,Sirka“ paraboly?

N(

Nezmenila, teda koeficient a bude —0.5. Dalej vidim, Ze sa vrchol paraboly presunul do
bodu [0;4]. Preto funkcia fi md rovnicu

y=—0,5(x —0)* + 4,

co este upravim na tvar
fi:y=—0052%+4.

U: Dobre, skisme dalSiu cast.
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Z: Opait najprv zostrojim cervendi parabolu - graf povodnej funkcie

f:y=005z>—2.

Prikreslim priamku © = —2 a parabolu podla nej osovo simerne zobrazim.
Y
41
3<>
f2 I
2<>
10

Na obrazku vidim, Ze teraz sa parabola posunula. Preto koeficient a zostane rovnaky, a =
= 0,5. Vichol paraboly sa posunul z bodu [0; —2] do bodu [—4; —2]. Cize doslo k posunutiu
grafu o 4 dieliky dolava v smere o0si x, preto rovnica funkcie fo je

y = 0,5(x +4)* — 2.

U: Upravou posledného vztahu dostavame rovnicu funkcie v tvare

fo:y=0,52%+ 4z + 6.

Z: Do tretice mam graf funkcie f zobrazit stredovo sumerne podla bodu S [1;1]. Tu sa mi to
kreslilo trochu taZsie, vyzerd to takto:
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U: Obrazok méas dobre, podme na rovnicu.

Z: Parabola sa opit obrdtila nadol, preto koeficient a bude zdporny. Vrchol sa z bodu [0; —2]
dostal do bodu [2;4]. TakZe sa vlastne posunul o dva dieliky doprava v smere osi x a o Sest
dielikov nahor v smere osi y. Zapisat to moZem takto:

fz:y=—05(x—2)*—2+6.
Po iprave je konecny tvar rovnice

fs:y = —0,52% 4 2z + 2.

Uloha 6: Dand je kvadratickd funkcia f :y = 1— x?. Ndjdite rovnicu funkcie
a) f1, ktorej graf je s grafom funkcie f osovo simerny podla priamky y = 2;
b) fa, ktorej graf je s grafom funkcie f osovo sumerny podla priamky x = 2;
c) fs, ktorej graf je s grafom funkcie f stredovo sumerny podla bodu S [—2;1].

Vysledok: f1:y=22+3, fo:y=—22>+82—15, fy:y=a?+8x + 17




