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Linearna funkcia
RNDr. Beata Varincikova

: Vsimol som si pred budovou nové auto. To je vase?

C M

.....

N«

: Tak vdm prajem vela kilometrov bez nehody.

U: Dakujem. Ked uz si spomenul tie kilometre, mohli by sme od toho odvijat nagu dnesna
tému — linearnu funkciu.

Z: Moze byt, podme na to.

U: Zatial mi ukazovatel prejdenych kilometrov na tachometri udéva len 80 kilometrov. To sa
vSak uZ zajtra zmeni. Skus popisat ako, ak predpokladame, Ze moja priemerné rychlost

bude 70 km/h.

Z: Teda na zaciatku ukazuje tachometer 80 kilometrov, po hodine to bude 80 + 70, ciZe 150,
po dvoch hodindch 150 + 70, teda 220 ... Nebolo by lepsie zapisat to do tabulky?

U: Prave som ti to chcel navrhnit. Oznacme teda premennou x ¢as mojej jazdy autom a
premennou y pocet kilometrov, ktoré uz auto preslo.

Z: Potom tabulka bude vyzerat takto:
zfo0l 1 ]2]3
y || 80| 150 | 220 | 290

U: Vyborne, mame tu teda , popisujucu zavislost poétu kilometrov od casu. Skus
zostrojit jej graf.

Z: To by nemalo byt taZké — v pravouhlej suradnicovej sistave zostrojim body so suradnicams
[0;80], [1;150] atd podla tabulky. Skusim tie body hned aj pospdjat. Vyzerd to tak, Ze leZia
na jednej polpriamke, tu je obrdzok:

300+
250+
200+
150
1001

90+

0

U: M4S pravdu, tentoraz nam vysla polpriamka, pretoze nemé zmysel uvazovat o zdpornom
¢ase. Vo vSeobecnosti by vSak v nejakej inej tilohe mohlo byt x aj zdporné.
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: Teda grafom funkcie by bola celd priamka?

: Ano, a kedze priamka sa latinsky nazyva linea recta, tak takato funkcia, ktorej grafom je
priamka, dostala uz pred niekolkymi storo¢iami pomenovanie linearna funkcia. Vratme sa
k naSej situdcii s autom a skis zapisat rovnicou funkciu, o ktorej sme hovorili.

: Za kaZdu hodinu prejde auto 70 kilometrov, teda za x hodin to bude 70-x. Nesmiem ale
zabudnut pripocitat tych 80 kilometrov, ktoré uZ md auto najazdenych, teda spolu by to
mohlo byt

y = 70z + 80.
: Vyborne! ZovSeobecnime to. Ak ¢isla 70 a 80 nahradime koeficientami a, b, dostaneme
rovnicu funkcie y = ax + b. Aky bude jej D?

: Nevidim Ziadny dovod, preco by sa nejaké ¢islo nedalo dosadit za x do rovnice y = ax + b,
preto definicnym oborom tejto funkcie je mnozZina vsetkych redlnych cisel.

: Dobre, mozeme zhrnut definiciu linearnej funkcie takto: Linearnou funkciou nazgvame
kaZdd funkciu dand rovnicou

y = ax + b,

kde a,b € R, definiécnym oborom je mnoZina R.
. Za koeficienty a,b mozZem teda dosadit lubovolné ¢isla a vidy dostanem linedrnu funkciu?

: Ano, ale v pripade, ak za a dosadi$ nulu, dostanes Specialny pripad linearnej funkcie —

s rovnicou y = b. A ak za b dosadi$§ nulu, dostanes dalsi Specidlny

pripad — s rovnicou y = ax. O tychto funkciach si vSak povieme v inej
dialégovej jednotke.

N«

: Dalej sa budeme zaoberat zikladnymi vlastnostami linedrnych funkcii. PomoZeme si pri
tom dvoma konkrétnymi ukézkami. Tak mi, prosim fa, najprv zostroj grafy funkcii

fry=2r—-1, g:y=-3z+4.

: Su to linedrne funkcie, a o tych sme uZ povedali, Ze ich grafmi su priamky. A na to, aby
som mohol zostrojit priamku, mi stacia dva body. TakZe si pripravim dve malé tabulky a
do nich dosadim za x hoci aj nulu a dvojku a vypocitam funkcéné hodnoty:

z || 0 ]2 L
fl@) [ -1]3 g(z) [[4] -2

Teraz uz len nanesiem tieto body do suradnicovej sustavy, prelozim nimi priamku a je to:
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CN<;N<

N«

: Vyborne, tak sa podme pustit do vlastnosti funkcii. Budeme teda hovorit o tom, ¢i je line-

arna funkcia prostd, parna, rastica, ohranic¢end atd. Vynechame pritom $pecidlny pripad,
ak a = 0, pretoze konstantna funkcia sa v mnohych vlastnostiach odlisuje od ostatnych
linearnych funkcii.

: No dobre, tak ¢im zacneme?

linearnej funkcie.

: Ale ved to sme si uz povedali, Ze je to priamka.

: To ano, ja sa fa vSak teraz opytam, ¢i kazd4 priamka, ktort zostrojime v pravouhlej

suradnicovej sustave, bude predstavovat graf nejakej linedrnej funkcie.

: To znie ako chytdk, musim porozmyslat. .. Uz to mdm! Nemoze to byt kolmica na os x-ovi,

lebo by to vobec nebola funkcia!

: Presne tak, kolmica na os x-ovil nie je grafom ziadnej funkcie. KedZe neuvazujeme o

konstantnej funkcii, tak grafom nebude ani kolmica na os y-ova, teda zhrniem: grafom
nasej linearnej funkcie je priamka réznobezna s osami. Podme na

: Myslim, Ze funkcia moZe nadobudnit hocijaki hodnotu, vidno to aj na grafoch, teda oborom

hodnot je mnozina R.

: Stihlasim, skisme teraz zistit, ¢i moze byt linedrna funkcia alebo
: Nemoze, vidim to na mojich grafoch.

: No pockaj, ale ty mas nakrelené grafy dvoch konkrétnych funkcii. Co ak by sme zvolili iné

koeficienty a, b?

: Aj tak si myslim, Ze by pdrna nemohla byt, pretoze by graf musel byt osovo sumerny podla

0si y-ovej, a to nebude. Ale mohla by byt nepdrna, ked by graf bol simerny podla bodu
[0; 0].

: M&s pravdu, vtedy by ale graf musel prechadzat bodom [0; 0]. Ak teda dosadime do rovnice

funkcie y = ax + b za x aj za y nulu, dostaneme
0=a-0+0,

odkial vyplynie, ze b = 0. Teda ak b = 0, tak linearna funkcia je neparna.
1

: TakZe neparne linedrne funkcie su napriklad y = 3x alebo y = —sx.

2
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U: V dalsom kroku skis analyzovat linearnej funkcie. Aby ti to iSlo lahsie, pridal
som do obréazku grafy dalsich dvoch funkcii, teda teraz tu vidime grafy funkcii

fry=2x—-1, g:y=—-3x+4,

firy=2x+4+3, ¢g:y=—-x—1.

Ji:
Z: Vyzerd to tak, Ze to nezdvisi od koeficientu b, ale len od koeficientu a. Pritom st
funkcie f a fi, ktoré maju koeficient a = 2. st zase funkcie g a g1, ktoré maju

koeficient a zdporny.
U: Ma&s pravdu, ja len upresnim, ze ak a > 0, potom je linedrna funkcia rasttuca, ale ak a < 0,
potom je klesajica. Dokaz tohto tvrdenia najdes v samostatnej Casti.

U: Podme dokoncit vlastnosti, eSte sme si ni¢ nepovedali o a

Z: To je lahké, z grafov pekne vidno, Ze linedrna funkcia nemd extrémy, teda nikde nenadobida
ani maximum ani minimum a takisto nie je ohranicend, ani zhora ani zdola.

U: Vyborne, este mi povedz, ¢i to je funkcia.

Z: Ano, je to prostd funkcia, pretoZe ak by som si zostrojil pomocné rovnobezky s osou y, tak
by kaZdd z nich pretala graf iba raz.

U: Velmi dobre, na zaver vidi§ zhrnuté vSetky vlastnosti linedrnej funkcie, o ktorych sme
hovorili:
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Vlastnosti linearnej funkcie y = ax + b, a,b € R, a # 0:
Y Y

a>0 a<0

1. grafom je priamka réznobezna s osami;

2. defini¢ny obor D = R;

3. obor hodnot H = R;

4. ak b =0, tak je neparna;

5. ak a > 0, tak je rastuca; ak a < 0, tak je klesajuca;
6. nema extrémy;

7. nie je ohranicenda zdola ani zhora;

8. je prosta.

U: Pozrieme sa teraz blizsie na geometricky vyznam koeficientov a, b, vystupujtcich v rovnici.
Zac¢nime tym, Ze ur¢ime priesecniky grafu linearnej funkcie so stiradnicovymi osami.

Z: Priesecnik s osou y sa hladd lahko, pretoZe je to taky bod, ktory md x-ovi suradnicu 0,
teda ju dosadim do rovnice a dostanem

y=a-04+b=0.
U: Cize priesec¢nik s osou ¥y je bod Y [0;b].
Z: No a pre priesecnik s osou x zase plati, Ze jeho y-ovd suradnica je nulovd, teda po dosadent

dostanem rovnicu
0=ax+0b,

odkial za predpokladu a # 0 dostanem

r=—-.
a

U: Vyborne, mame teda aj priesecnik s osou x-ovou, je to bod X [—2; O}.
Teraz uz aj saim mozes vysvetlit, ako mézeme geometricky interpretovat tlohu koeficientu
b.

Z: Ked sa vrdtim k osi y tak vidim, Ze ju graf pretina prave v bode Y [0;b]. CiZe koeficient b
udava druhi suradnicu priesecnika grafu s osou v.
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U: Pre porovnanie mame na nasledujiicom obrazku grafy troch linedrnych funkcii, v ktorych
sa koeficient a nemenil, ale menil sa koeficient b:

y/ y=z+1

Z: To asi nie je ndhoda, Ze posledné grafy si tri rovnobeiné priamky?

U: Veru nie, stuvisi to prave s tym, ze koeficient a bol rovnaky. Aby sme teraz odhalili geomet-
ricky vyznam tohto koeficientu, pozrime sa na nasledujtci obrazok. St na niom grafy troch
linearnych funkcii, v ktorych sa koeficient b nemenil, ale menil sa koeficient a:

Y y=x+1

y=3r+1

Z: Myslim, ze sa meni sklon priamky.
U: M4s pravdu. Aby sme to mohli bliz§ie popisat, ozna¢me pismenom ¢ uhol, ktory zviera
priamka s kladnou ¢astou osi xz-ovej. Tu je nacrt:
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Hovorime mu smerovy uhol priamky.

Z: Ako vsak tento uhol stvisi s dcékom?
U: To nie je na prvy pohlad vidiet, preto si pomoZzeme nasledujticimi ivahami — sleduj ich na
dalsom obrazku:

Yy y=ax+b

Nech rovnicou

y=axr—+b

je dand linedrna funkcia. Ozna¢me ¢ smerovy uhol, zatial uvazujme o ostrom uhle. Dale;
si na grafe funkcie zvolme Tubovolné dva body A [x1;11] a B [z2;y2]. KedZe tieto body lezia
na grafe, ich stradnice vyhovuju rovnici funkcie, teda plati:

y1=a-x1+0b

Yo = a- 9+ b.
Skuis pokracovat tym, Zze od druhej rovnice odcitas prvi.

Z: Dostanem
Y —Yr=a-T2 —a- Ty,

yz—ylza'(ﬂfz—iﬁl)-
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U: Odtial vyjadrime
Y2 — U
a= :
To — X1

Ale v trojuholniku ABC na obréazku vidime, ze uhol pri vrchole A je vlastne smerovy uhol
a dalej dlzka tsecky BC je yy — y1 a dlzka tsecky AC je x5 — 1. A teda ak ich dame do
pomeru, dostavame. . .
Z: ... tangens uhla ¢, ciZe
a = tgp.

U: Spravne, teda koeficient a udava tangens smerového uhla, a preto sa tento koeficient nazyva
aj smernica priamky. K rovnakému zaveru dospejeme aj vtedy, ak smerovy uhol bude tupy.

U: Na zdver sa pozrime eSte na to, ako by sme mohli urc¢if rovnicu linedrnej funkcie, ak
pozname jej dva body — mozu byt priamo dané v tlohe, mozeme ich vy¢itat z grafu alebo
urcit zo slovnej tlohy. .. Ale skisme konkrétne. Mal by si urcif rovnicu linearnej funkcie,
ktorej graf prechadza bodmi A [1; —2] a B [3;4].

: Grafom linedrnej funkcie je priamka, teda dva body by mohli stacit na jej urcenie.

: Presne tak.

Ne C N¢

: Asi zacnem od rovnice, teda hladdm rovnicu typu
y =axr + 0.

Ale nepozndm a ani b.

U: Poznas vsak dva body, ktoré lezia na grafe.

Z: KedZe leZia na grafe, tak ich suradnice vyhovuji mojej rovnici, teda ich tam moZem dosadit
za x aj zay a dostanem
—2=a-1+0b

4=a-3+0.
U: A to je jednoducha sustava dvoch rovnic s dvomi neznamymi.

Z: T zvladnem hravo, napriklad si z prvej rovnice vyjadrim becko:
b=-2—-a

a dosadim to do druhej rovnice

Odtial dostanem

Este sa vratim k bécku
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U: Vyborne, teda nasa funkcia je dana rovnicou

y =3z — 5.
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Dokazte, Ze linearna funkcia y = ax + b je pre a > 0 rastica a pre a < 0

klesajica.

uU:

Z:

C N

N<

NeC

Najprv zopakujme definiciu rasttcej, resp. klesajicej funkcie na definicnom obore D.

Funkcia [ sa nazyjva rastica prdave vtedy, ked pre kazdé dva prvky xi,zo € D plati: ak
T < T2, potom f(x1) < f(22).
Funkcia [ sa nazgva klesajuca prave vtedy, ked pre kazdé dva prvky xi,xs € D plati: ak
x1 < T2, potom f(x1) > f(22).

: Vyborne. Za¢nime rasticou funkciou. Uvedom si, ze definicia rastiicej funkcie ma tvar

implikacie: pre Tubovolné z, x5 € D ma platit:
ak 11 < xq, potom f(z1) < f(x2).

Teda ak chce$ dokézat, Ze linedrna funkcia je pre a > 0 rastica, tak predpoklad, z ktorého
zaCnes je r1 < x2 a to, k omu checes na konci dospiet je tvrdenie f(z1) < f(x2). Pritom
vieme, ze f(z1) = ax; + b, f(x2) = axe + b. ESte si zopakujme, ¢o je definiénym oborom
linearnej funkcie.

: MnoZina vsetkych redlnych cisel, D = R.

: Takze moze$ zacat s dokazom — zvolime lubovolné dve redlne ¢isla také, ze

T < To.

Teraz by som tuto nerovnost mohol vyndsobit koeficientom a.

: Sprévne, avSak na tomto mieste treba dat velky pozor.

Viem, na ¢o nardZate, ale ja teraz uvaZujem o pripade, ked je a > 0, teda sa znak nerovnosti
neobrdti.

: Vyborne, presne na to som myslel, pokracuj.

Takze zatial mdm
ary < axs.

K obom strandm mdZem pripocitat koeficient b, to je ekvivalentnd tuprava nezdvisle na
tom, aké je cislo b. Teda znak nerovnosti sa neobrdti a mam

ary + b < axy + 0.

: A kedZe azq + b je hodnota funkcie v bode x1, podobne axs + b je hodnota funkcie v bode

T2, mame posledny krok
fla1) < f(=2).

Tym sme dokazali, Ze linearna funkcia y = ax + b je rastiica, ak je koeficient a kladny.
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Z: Pre klesajicu funkciu to skusim urobit sam. Najprv si zvolim lubovolné dve redlne éisla
take, Ze
r1 < To.

Teraz tuto nerovnost vyndsobim koeficientom a, ktory je vSak zdporny, teda sa znak ne-
rovnosti obrati.

U: Vyborne, pokracuj.

Z: Vaniklo mi
ary > ars.

K obom strandm pripocitam koeficient b, dostanem
ary +b > axry +0b.

Ale to je to isté, ako ked napisem

f(z1) > f(xq).

U: Viborne, teda si dokazal, Ze pre vsetky redlne ¢isla x, xo plati:
ak 11 < xq, tak f(x1) > f(xq).

A tym si dokazal, Ze ak je koeficient a zaporny, tak linearna funkcia y = ax + b je klesajuca.
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Priklad 1: Zostrojte graf funkcie f : y = —x + 2. Z grafu potom urcte vsetky v € R, pre ktoré

plati:
a) f(x) =0
b) f(z) >3

¢) 1< fa) 2.

Z: S grafom nebude Ziadny problém, pretoZe podla rovnice y = —x+2 vidim, Ze ide o linedrnu
funkciu, a jej grafom je priamka. No a na to, aby som mohol zostrojit priamku, mi staci
poznat dva body. Tak napriklad pre x = 0 dostanem y = 2 a pre x = 3 dostanem y = —1.
Teda zostrojim si body so suradnicami [0;2] a [3; —1] a spojim ich priamkou. Dostanem

takyto graf:

fry=—x+2

U: Velmi dobre, pozrime sa teraz na to, ¢o po néas pozaduje zadanie dale;j.

Z: Najprv mam z grafu zistit, kedy je f(x) = 0. To vlastne znamend, kde pretne graf os x-ovi,
a to vidim, Ze bude v bode v = 2.

U: Presne tak, dalej mas urcit, pre ktoré x € R plati f(z) > 3.

Z: Hodnotu 3 nadobudne funkcia v bode —1 a hodnoty vicsie ako 3 vidim, e su nalavo, teda

riesenim su cisla v € (—oo; —1).
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fry=—ax+2

U: Vyborne, tak este posledna ¢ast — pre ktoré = plati, ze —1 < f(x) < 27
Z: Hodnotu —1 nadobudne funkcia f v bode x = 3 a hodnotu 2 zase v bode x = 0. Preto

rieSenim su vsetky cisla medzi tym, co moZem zapisat takto:

x € (0;3).
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Priklad 2:

N«

a) Urcte obor hodnét funkcie f :y = —3x + 5, ak jej definicny obor je D(f) = (—7;10).
b) Napiste priklad linedrnej funkcie g, ktorej obor hodndt je H(g) = (—4; 00).

: Zacnem prvou castou. Z rovnice je jasné, Ze ide o linedrnu funkciu. Keby bola definovand

na celej mnozine R, tak jej grafom by bola priamka.

: M&S pravdu, v nasom pripade je vSak definiénym oborom iba interval (—7;10).

: Tak to potom znamend, Ze grafom je len tusecka aj s krajnymi bodmi, kedZe definiény obor

je uzavrety interval.

: Uplne s tebou stihlasim, ako to v8ak vyuZijes na uréenie oboru hodnot?

: Velmi jednoducho — ak je grafom funkcie tusecka, staci mi na urcenie oboru hodnot urcit

jej kragné body. TakZe si vypocitam tieto hodnoty:
f(=T)==3-(-T)+5=21+5=26

F(10) = —=3-10+5 = —3045= —25

a mozem pisat, Ze oborom hodnot funkcie je

H(f) = (=25;26) .

: Velmi dobre, este funkcia g.

: Tu md platit, Ze H(g) = (—4;00), preto definiéngm oborom tieZ nebude celd mnoZina

redlnych cisel, ale len jej cast. MoZem to urobit aj tak, Ze si vymyslim linedrnu funkciu,
napriklad g : vy = x + 3 a zistim, v ktorom bode nadobida hodnotu —4. CiZe idem riesit
jednoduchi rovnicku

—4=x+4 3,

odkial dostanem x = —T.

: Dobre, ale ¢o s tym teraz?

: Teraz si este uvedomim, Ze moja funkcia je rastica, pretoZe koeficient a = 1 je kladny, a

tak pre vsetky x > —7 bude g(z) > —A4.

: Vyborne, zhrniem teda, Ze jednym z moznych rieseni je funkcia ¢ : v = x + 3 s definiénym

oborom (—7; 00).

Uloha 2:

a) Urcte obor hodnét funkcie f :y=2x —2, ak D(f) = (—4;3).
b) Uréte vsetky linedrne funkcie g, pre ktoré plati: D(g) = (3;5) a H(g) = (—5;—3).

Vysledok: a) H(f) = (—10;4); b) g1 :y=2—8; ga:y=—x
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Priklad 3: Naftovd cisterna md objem 2000 litrov. Cerpadlo doddva do cisterny 50 litrov

c N

N« C N

nafty za minutu. Pred uvedenim cerpadla do chodu bolo v cisterne 200 litrov nafty. Urcte
funkciu, ktord vyjadruje, ako sa meni mnoZstvo nafty v cisterne v case, ked sa plni. Cas
pocitagte od okamihu, ked cepadlo zacalo pracovat, aZ do okamihu, ked sa cisterna naplnila.
Nacrtnite graf ziskanej funkcie.

: Na tivod si uvedom, aké veli¢iny vystupuju v tejto tlohe a vhodne ich oznac.

: Mdme tu do cinenia s casom, pocas ktorého pritekd nafta do nddrze. Oznacim ho t. A

potom tu este mdme objem nafty v nadrzi, oznacim ho V. Tento objem sa postupne ment,
zdavist od casu, lebo ¢im dlhsie necham cerpadlo otvorené, tym viac nafty bude v nadrzi.

: 'V akych jednotkach to bude?
: Cas budem meraf v minitach a objem v litroch.
: Dobre, tak podme na rovnicu.

: Na zaciatku je v nadrzi 200 litrov nafty, po jednej minite tam bude 200 + 50 = 250 litrov,

po dvoch minitach 200 + 2 - 50 = 300 litrov a tak dalej. Viastne ked za kaZdi minitu
pritecie 50 litrov, tak vseobecne za t minut pritecie 50 - t litrov. Ale k tomu este musim
pripocitat tych 200 litrov, ktoré boli v nddrZi na zaciatku, takZe dostanem takito rovnicu:

V' =50t + 200.

uU:
Z:

: Vyborne, urcite vies, ze si dostal linearnu funkciu. Mna by vSak teraz zaujimal jej defini¢ny

obor.

: Nemozu to byt vsetky redlne ¢isla, pretoZe je blbost uvaZovat o zdpornom case, takZe defi-

nicnym oborom budu tba nezdaporné redlne cisla.

: Teraz si sa dal nachytat — je sice pravda, Ze ndm zaporné ¢isla nevyhovuju, ale na druhe;j

strane, ako dlho bude nafta pritekat do nadrze?

: Predsa kym sa nenaplni. Aha, som ja ale trulo. .. TakZe si zistim, kedy bude nddrZ plnd. A

to vypocitam tak, Ze si do rovnice za V' dosadim 2000 litrov:
2000 = 50t + 200

Odtial
1800 = 50¢,

cize
t = 36.
Teda nadrz bude plnd po 36 minditach, preto definicngm oborom bude (0; 36).
Vyborne, mozes sa pustit do grafu tejto funkcie.
KedZe je to linedrna funkcia, grafom by mohla byt priamka, ale vzhladom na nds definicny
obor to bude len tsecka. Jeden krajny bod oznacuje otvorenie cerpadla a md suradnice

[0;200], druhy oznacuje plni nddrz a ma sdradnice [36;2000]. Graf je na nasledujicom
obrazku:
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2000+ ——————— ————
V =50t + 200

1500 +

1000 +

0 10 20 30 40t

Uloha 4: Zo stanice vysiel osobny vlak priemernou rychlostou 48 km/h, o 75 mindit neskor
vysiel tym istym smerom rychlik priemernou rychlostou 80 km/h. Ndjdite funkciu vyjadru-
Jucu zdavislost vzdjomnej vzdialenosti oboch vlakov od casu. UvaZujte o éasovom intervale,
ktory zacina okamihom, ked rychlik vysiel a konci sa okamihom, ked dostihol osobny vlak.

Vysledok: s = 60 — 32t, ¢ € (0; 2
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Priklad 4: Urcte rovnice linearnych funkcii, ktorych grafy su na obrdazku:

a) vyt b) y

-1 -1
-2 -2

Z: Mdm urcit rovnice linedrnych funkcii, teda rovnice v tvare
y =az + b.

Zacnem funkciou f mna prvom obrazku. Vidim, Ze suradnicové osi pretina v bodoch
X [-1;0] a Y[0;2]. BodY mi velmi pomoZe, pretoze jeho druhd siradnica urcuje hod-
notu koeficientu b, teda
b=2.
U: Vyborne, eSte potrebujes zistit koeficient a.

Z: Tak na to zase pouzijem bod X, a to tak, Ze dosadim jeho suradnice do rovnice funkcie,

dostanem
0=a-(—1)+0,

cize

0=—a+2,
odkial

a=2.
U: Teda funkcia f mé rovnicu
y = 2x + 2.

Z: Na druhom obrdzku je graf funkcie g, ale tu neméZem postupovat rovnako ako v prvom
pripade, pretoZe neviem presne urcit priesecniky s osami.

U: To je pravda, na grafe st vSak dobre viditelné iné dva body.
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Z: Hej, vidim ich, je to bod so siradnicami [—2;1] a bod [2;2]. A ked¥e leZia na grafe, ich
sturadnice vyhovuji rovnici y = ax + b, ¢ize mozZem ich dosadit za x aj za y a dostanem

l=a-(-2)+b

2=a-2+0D.
U: To je stustava dvoch rovnic s dvoma nezndmymi.

Z: Nebude problém ju vyriesit. Staci obe rovnice scitat a dostanem

3 = 20,
teda 3
b=—.
2
Dosadim naspdit napriklad do druhej rovnice a dopocitam este dcko, vyjde mi
1
a=-.
4
Hotovo, funkcia g md rovnicu
1 3
Yy = Z.L + 5

a) Y b) y g
30 777777
f 2

1
Vysledok: a)f:y:—gx—l—l; b)g:y=2z-1
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Priklad 5: Urcte rovnicu linearnej funkcie, ak viete, Ze
a) jej graf prechddza bodmi A[1;1] a B [3,5; —7];
b) plati f(2) = —4; f(—1) =5.

: Najprv si pripomenme, ze linearna funkcia ma rovnicu ...

c

.y =ax+b...

c N

: ... v ktorej koeficienty a, b st redlne ¢isla. A tvojou tilohou je ndjst prave tieto koeficienty.

N<

V' ¢casti a) mdm dané dva body A, B, ktorymi graf funkcie prechddza. Teda suradnice
tychto dvoch bodov dosadim do rovnice funkcie za x aj za y a dostanem takito sustavu
dvoch rovnic:

l=a-1+b

—7=a-35+0.

U: Akt metédu si vyberie$ na jej vyriesenie?

N«

. Asi dosadzovaciu — z prvej rovnice vyjadrim b:
b=1-—a,

dosadim do druhej rovnice
—7=35a+ (1 —a),
cize
—8 = 2,5a,

teda
a=—3,2.

Teraz dosadim naspdit a dostanem

b=1—(-32)=42.

U: Dobre, teda hladanou funkciou je

y = —3,2x + 4,2.

Z: V druhej casti nemdm dané body, ale viem nieco o hodnotdch funkcie f. A to je vlastne
na to isté kopyto, pretoZe f(2) = —4 mozZem prepisat ako
—4=a-2+0,

a zase to, Ze f(—1) =5 mozem napisal ako

=a-(—=1)+0.

U: Teda opiit si dostal ststavu dvoch rovnic s dvoma neznamymi.
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Z: Ano, ale teraz si vyberiem inu metodu — od prvej rovnice odcitam druhi, dostanem

teda hned ziskam

Potom uZ len dopocitam, Ze b = 2, teda rovnica funkcie je

y = —31 + 2.

U: Bez chybicky.

Uloha 5: Urcte rovnicu linedrnej funkcie, ak jej graf prechddza bodmi K [0;—2] a L[3;5].

7
Vysledok: y = gx —2
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Priklad 6:

N(

a) Napiste rovnicu linedrnej funkcie, ktorej graf prechddza bodom [3;4] a s osou x-ovou
zviera uhol velkosti 60°.
b) Urcte velkost uhla, ktory zviera graf funkcie y = 3z — 2 s kladnou castou osi x.

V prvej éasti hladdm rovnicu linedrnej funkcie, teda rovnicu v tvare

y = ax + b.

: Pripomenme si geometricky vyznam koeficientov a, b.

: Koeficient a suvist s uhlom ¢, ktory graf funkcie zviera s kladnou ¢astou osi x a to tak, Ze

a = tgy. Koeficient b zase uddva bod, v ktorom graf pretne os y-ovi.

: Vyborne, pust sa do toho.

: Mdam povedané, Ze uhol ¢ = 60°, teda ak si zistim tangens 60°, budem mat koeficient a.

Vezmem si kalkulacku ... UZ to je, a = 1,7320508.

: No pockaj, hddam nechce$ pracovat s takouto hodnotou? Veru by si mohol vediet, Ze

t260° = /3.

. Cosi sa mi mari, ale uZ som to zabudol. Dobre, teda a = /3. Dalej viem, Ze graf md

prechddzat bodom [3;4], teda ak dosadim do rovnice funkcie za x trojku a za y $tvorku,
must platit, Ze
4=1+/3-3+0b,

odkial
b=4-—3-/3.

: Zvladol si to vyborne, teda hladanou rovnicou je

y=+3-z4+4-3-V3

: Cast b) je jednoduchsia, mdm urcit velkost uhla ¢, ale uZ sme povedali, Ze tangens tohto

uhla dava koeficient a. Teda
tgp = 3,

odkial pomocou kalkulacky dostanem

o = T71°34’.
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Priklad 7: Dan€ su funkcie f1:y=2x+1, fory=2x-3, f3:y=—2x+3, f4:y:%x+3,

cC N C

N«

fsiy=2x— %, fe:y=—x+ 1. Rozhodnite:

a) Ktor€ z tychto funkcii su rastice, resp. klesajice?

b) Ktoré z grafov danyjch funkcii si rovnobezné priamky?

c¢) Ktoré z grafov danych funkcii prechddzaji tym istym bodom na osi y-ovej?

: Ak dobre vidim, tak vietkiych Sest rovnic predstavuje linedrne funkcie. S tym by nemalo byt

vela prdce.

: V prvej casti si pripomenme, ako rozhodujeme o monoténnosti linearnej funkcie.

: Nie je to nic zloZité — ak v rovnici funkcie

y=axr+b

je koeficient a kladny, potom je funkcia rastica, a ak je zdporny, potom je klesajica.

: A ak by bolo a = 07
: V tom pripade by sme dostali konstantni funkciu.
: Vidim, Ze to ovlada$, podme na to.

: TakZe podla toho rastice si funkcie fi, fo, f4. [5 a klesajice funkcie f3 a fg.

c

No C N

Ne C

uU:

: Dobre, podme sa teraz venovat grafom.
: Viem, Ze grafmi linearnych funkcii su priamky.
: A ako rozhodnes, ¢i st niektoré grafy rovnobezné bez toho, aby si ich kreslil?

. Tu ma zase pomoze koeficient a, pretoZe on urcuje okrem monotonnosti aj sklon priamky.

Teda tie funkcie, ktoré maju rovnaké dcko, budi mat rovnobezné grafy. Cize si to funkcie
J1, [2 a este aj fs.

: A ostatné?

: Tie su uZ vietky iné. Idem na posledni cast. Mam zistit, ktoré grafy prechddzaju tym istym

bodom na osi y-ovej. LenzZe graf linedrnej funkcie prechddza prdve takym bodom na osi y,
aky ma koeficient b. Teda tie funkcie, ktoré maji rovnaky koeficient b, sa stretni na osi
y. No a ked sa popozerdm po zadani, tak vidim dve také dvojice: funkcie [, f¢ a funkcie

fs; Ja-

Ide ti to ako po masle.

Uloha 7: Ndjdite rovnicu funkcie g, ktorej graf je rovnobeiny s grafom funkcie f :y = 3z +1

a prechddza bodom M [—T7;1].

Vysledok: ¢ : y = 3x + 22
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Priklad 8: Zostrojte graf funkcie danej predpisom:

N«

C N C

N«

r+5 pre x € (—o0; —3);
flx)=1< 20+8 pre xz€(-3;0);
—2x+8 pre x € (0;00).

. Tak tento zdpis vyzerd dost zloZito.

: Na prvy pohlad dno, ak sa vSak dobre pozries, tak predpis tejto funkcie sa skladé z troch

samostatnych casti.

: A kaZda z tyjchto casti predstavuje linedrnu funkciu, teda grafom bude cast priamky. A na

to, aby som mohol zostrojit priamku, mi staci poznat dva body leZiace na nej. Prvd funkcia
je dand predpisom y = x + 5, tak si vypocitam dve hodnoty, napriklad

fi(=5)=-5+5=0

fi(=3) = —3+5=2.

: Budes to hned aj kreslit?

: Nie, graf si nechdm na koniec, najprv si vsetko pripravim.
: V poriadku.
: TakZe druhd cast md predpis y = 2x + 8, vypocitam

fo(=3)=2-(=3)+8=2.

: Nevadi ti, ze bod —3 nepatri do definicného oboru v druhej casti?

: Newvadi, pretoZe graf nakreslim jednoducho ako usecku bez krajného bodu. Ale aby som vedel,

kde mam nakreslit ten krajng bod, na to som pocital fo(—3).

: V poriadku, pokracuj.

: TakzZe este vypocitam

f2(0)=2-0+8=38.
Napokon poslednd cast je dand rovnicou y = —2x + 8, dosadim si hoci aj nulu a dvojku:
f3(0)=—-2-0+8=38

f3(2)=-2-2+8=4.

A teraz sa pustim do grafu. Zakreslim vsetky tri priamky, ale na kaZdej vyznacim len tu
cast, pre ktoré x podla zadania plati. Dostanem takijto obrazok:
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y=-—-2x+8

|
|
|
|
|
|
|
! |
} |
| |
N Il N N N | N
6 A -3-2-10 1 2 3 Nﬂ
~1

Uloha 8: Zostrojte graf funkcie danej predpisom:

—2r+1;, —-1l<zx<l
f(x)—{ 2r —1; x> 1.

Vysledok:

Y y = f(x)
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Priklad 9: Dand je linedrna funkcia h : y = 2x — 4. Urcte rovnicu linedrnej funkcie, ktorej

cC N

N(

graf je sumerne zdruZeny s grafom funkcie h podla:
a) osi x;

b) bodu [0;0];

c¢) priamky y = .

Neviem dost dobre, odkial zacat, tak si skisim celi situdciu nakreslit.

: To nebude na gkodu. Co je grafom danej funkcie?

Kedze je to linedrna funkcia, jej grafom je priamka. A na jej urcenie mi stacia dva body.
Tak si vyberiem napriklad x =1 a x = 3, k tomu dopocitam y a mam takéto dva body na
grafe: A[1;—2] a B [3;2].

: Dobre, tak podme na ulohu a). Ma§ zobrazit graf funkcie h v osovej simernosti podla osi

x. Tym dostanes novi priamku, ktora bude predstavovat graf novej funkcie h;.

: Staci mi zobrazit tie dva body. Ked si predstavim, ako sa bod A zobrazuje v osovej simer-

nosti podla x-ovej osi, tak sa jeho x-ovd suradnica nezment, ale jeho y-ovd suradnica sa
zmeni na opacni. TakZe dostanem novy bod A; [1;2]. Podobne to bude aj s bodom B, ktory
sa zobrazi do bodu By [3;—2]. A tu som to aj nakreslil:

\y h
4

hy

uU:

Vyborne, my vSak potrebujeme najst rovnicu novej funkcie h;. Mo6zeme k tomu pouzit
prave najdené body A, B;.
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Z: Siradnice tijchto bodov musia vyhovovat Tovnici linedrnej funkcie v = ax +b. Tak ich tam
dosadim za x aj za y a dostanem:
2=a-14+D

—2=a-3+0.
U: Jednoduché ststava dvoch linedrnych rovnic s dvoma nezndmymi.

Z: Taki viem lahko vyriesit, dostanem a = —2, b = 4. CiZe rovnica funkcie h; je

y=—2x+4.

U: Mozes si vSimnut, Ze sa oba koeficienty linedrnej funkcie zmenili na ¢isla opacné.

Z: Naozaj, skisim si to zapamdtat. Idem na cast b). Mdm maj graf zobrazil stredovo simerne
podla bodu [0;0]. Opdt budem zobrazovat moje dva body. Bod A sa dostane zo Sturtého
kvadrantu do druhého a bod B z prvého kvadrantu do tretieho. Myslim, Ze sa kaZdd siurad-
nica zmeni pri tom na c¢islo opacné. Je to tak?

U: Ano, més pravdu, teda body nového grafu buda A, [~1;2] a By [—3; —2].

N«

. Tu je k tomu obrdzok, pozrite sa, vysli mi rovnobezky!

7h2

Z: Tie rovnobezky by som mohol vyuzit, lebo viem, Ze rovnobeiné grafy maji rovnaky koeficient
a. Teda a = 2 ostane. A este viem, Ze koeficient b urcuje druhi suradnicu priesecnika grafu
s osou y. Z obrazku teda vyplyva, Ze koeficient b bude rovny 4, pretoZe graf novej funkcie
pretina os y v bode [0;4].
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U: Vyborne, teda funkcia hy ma rovnicu

Mozes prejst na poslednt Cast.
Z: Toto uz asi nebude také lahké, zobrazit graf osovo

y = 2x + 4.

sumerne podla priamky y = x. Radsej

to nagprv nakreslim:

N(

Vidim, Ze bod A[l;—2] sa zobrazil do bodu As[—2;1] a bod B|[3;2] do bodu Bs|2;3].
Rovnicu by som mohol hladat tak, Ze si suradnice tijchto bodov dosadim do rovnice linedrnej

funkcie y = ax + b a dostanem sustavu rovnic:
1=-2a+0
3 =2a+0.

D4 sa to urobit aj takto, predpokladam, Ze vyrieSenie takejto ststavy ti nerobi Ziadne

problémy.

Nie veru, po scitani rovnic dostanem b = 2 a po ich odcitani zase a = 3" TakzZe posledna

rovnica je

1
h3:y:§:1;+2.
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U: Dobre. Mozno si si vS§imol, Ze pre body A a As platilo, ze maji vymenené suradnice,
rovnako aj body B a Bjs. Je to preto, lebo funkcie A a hsz s jedna k druhej , kedze
ich grafy st simerné podla priamky y = z. A preto sme rovnicu funkcie hz mohli hladat

aj takto — z rovnice

h:y=2xr—4
vyjadrime x pomocou ¥, teda
1
T==y+2
23/
a vymenime oznacenie premennych. T§m ziskame rovnicu inverznej funkcie hs : y = §x—|—2.

19

Z: Na to som si nespomenul.

Uloha 9: Dand je linedrna funkcia h : y = 3x + 2. Urcte rovnicu linedarnej funkcie, ktorej
graf je sumerne zdruZeny s grafom funkcie h podla:
a) osi y;
b) bodu [0;0];
¢) priamky y = .
1 2

Vysledok: a) y = -3z +2; b)y=3z—2; c)y:§x—§




