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Transformacie grafu funkcie II
RNDr. Beata Vavrincikova

U: V tejto téme si povieme o dalSich transforméciach funkcii, teda o spésoboch, ako pomocou
grafov zdkladnych funkcii zostrojit aj grafy tych zlozitejsich.
Ako prvy typ uvazujme funkcie s predpisom

y=-c- f(x).

Z: Pismeno ¢ predstavuje nejakid konstantu?
U: Ano, zatial uvazujme len ¢ > 0. Na nasledujiicom obrazku st znazornené grafy funkcii

1 ‘
fry=a2*—1, g:y=2(z*-1), h:y:§(x2—1), iy =3(z*—1)

Skuis povedat, ¢im sa odlisuju a ¢o maju spolo¢né.

Z: Vo vsetkych pripadoch ide o kvadratické funkcie, teda grafmi su paraboly. KazZdd je vsak
ind. Ak za zdklad vezmem cierny graf funkcie f :y = 2% — 1, tak vidim, Ze graf funkcie
g :y=2(x*—1) je oproti tomu ,uia“ parabola a graf funkcie i : y = 3(z* — 1) je este
uZst.

U: Zaroven vidime, Ze sa paraboly ,natiahli“, pretoze povodny vrchol [0; —1] sa posunul do

bodu [0; —2], resp. [0; —3].

Z: Su tam vsak aj body, ktore su spolocné pre vsetky grafy, a to priesecniky s osou x.

U: St to vlastne nulové body funkcie f. Vedel by si vysvetlit, preco kazdy graf funkcie typu
y = c¢- f(z) bude prechadzat tymito bodmi?
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Z: To je jasné, v priesecniku s osou x nadobida funkcia f hodnotu nula. No a nula vyndsobend
akymkolvek cislom c je zase len nula, preto to bude nulovy bod aj pre funkciuy = c- f(x).

U: Vyborne, mozeme teda povedat, 7e dochadza k transformacii grafu funkcie pozdlz osi v,
k akémusi ,rozSireniu® grafu, ak ¢ > 1. Na dalSom obrazku méme naznacené, ako funkcia
g :y = 2f(x) v kazdom bode nadobtida dvojndsobni hodnotu nez funkcia f. Najprv
zelend Sipka ukazuje, ako Iubovolnému bodu priradime hodnotu f(z) a potom modra
sipka ukazuje, ako tito hodnotu zdvojnasobime.

y y = f(z)

Z: A ja som si vsimol, Ze tam, kde sme mali predtym zostrojeny graf funkcie h : y = %(wz —1),
doslo k opacnej zmene. Tam sa graf v smere osi y-ovej trojndsobne ,splostil“. Je to preto,

ze koeficient ¢ bol mensi ako 17

.....

Graf funkcie y = c- f(z), c > 0 ziskame deformadciou grafu funkcie y = f(x)
pozdlZ osi y, pre ¢ > 1 jeho c-ndsobnym ,rozsirenim®, pre 0 < ¢ < 1 jeho
1 ’ ’ 2 v ’

—-nasobnym ,zuZenim*.

c
Na obrazku méame tato situéciu ilustrovani:
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U: Zmenilo by sa nieco, ak by sme uvazovali o funkciach y = ¢ - f(x), kde ¢ < 07

Z: Pre ¢ = 0 je situdcia jednoduchd, pretoZe by vznikla konstantnd funkcia y = 0. Jej grafom
je os x a je to vlastne nezaujimavy pripad.

U: Sahlasim s tebou.

Z: Pre c < 0 je to uZ zloZitejsia situdcia. Ale napriklad graf funkcie y = —3(z* — 1) by som
zostrojil tak, Ze najprv by som zostrojil graf funkcie y = 3(x* — 1) tak, ako sme o tom
hovorili pred chvilou, teda trojndsobnym rozsirenim grafuy = x> —1 pozdlz osiy. A potom
by som graf preklopil podla osi x, pretoZe viem, Ze grafy funkciiy = f(x) ay = —f(x) su
osovo sumerné podla osi x. Vyzeralo by to takto:

U: Teda grafy zlozenych funkcii budeme zostrojovat viacerymi krokmi a pouZijeme pri tom
postupne niekolko transformacii.

U: Uvazujme teraz o dalSom type, ktorym budi funkcie s predpisom

y=f(d-x), d> 0.

Co je pre ne charakteristické? Skus to odhalif na zaklade nasledujticeho obrazka. St na
nom grafy funkcii

fry=2"+3x+5 g:y=22)*+3-(22)+5, h:y=(032)>+3-(0.32)+5.
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y=a2+3x+5

y =|(22)% + 3(22) +5

Z: Prve, ¢o som si vsimol je to, Ze vsetky grafy sa pretinaji v jednom bode na 0si y.

U: Ano, ak budeme vychadzat z ¢ierneho grafu funkcie y = f(x), tak tento priese¢nik s osou
y ma sturadnice [0; f(0)]. Lenze pre vSetky ostatné funkcie typu y = f(d - x) plati, ze

y(0) = f(d-0) = f(0),

teda pretni os y-ovil v tom istom bode.

Z: Pokial ide o tvar grafov, tak sa paraboly opdt natiahli alebo ziZili, ale tentoraz vzhladom
na 08 r-ovy.

U: Pritom si treba v§imnt, Ze pre d > 1 dochadza k zGzeniu grafu, pre d < 1 k jeho rozsireniu.

Moézeme to vidiet aj na nasledujicom obrazku, kde méame grafy funkcii

fry=2%  giy=(22)%
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y =\ (22)? 5.1

Vsimni si bod so stradnicami [2; 4], ktory lezi na grafe funkcie f, pretoze

f(2) =2*=4.

Z: Aha, a tento bod sa pri transformdcii posunie do bodu [1;4], pretoZe

g(1) = (2-17 = 4.

Preto bude graf funkcie g uzZsi neZ graf funkcie f.

U: Mozeme teda zhrnat:
Graf funkcie y = f(d-x),d > 0 ziskame deformdciou grafu funkcie y = f(x)
.. . , . L. . 1

pozdlZ osi x, pre d > 1 jeho d - ndsobngm ,zuZenim*, pre 0 < d < 1 jeho -

nasobnym ,rozsirenim*.
Na dalsom obrazku méame tato situaciu ilustrovani:

1+

SNV
AN
711

Pévodny graf y = f(x) je nakresleny ¢ervenou farbou. Z neho ziskame modry graf y =
= f(d-x), d > 1 ztizenim, alebo tiez mozeme povedat, ze ,zhustenim“ grafu pozdlz osi z.
Ale ak v predpise funnkcie y = f(d-z) bude 0 < d < 1, tak sa graf rozsiri pozdl osi z,
tak ako to vidime na zelenom grafe.

U: Napokon nam este ostala poslednd transformacia, a tou su grafy funkcii s absolitnymi
hodnotami. Najprv si zopakujme, ¢o to vlastne je absoltitna hodnota ¢isla.
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Z: Oznacujeme ju |z| a funguje to tak, Ze ak je cislo x kladné, tak |v| = = a ak je cislo x
zaporné, tak |x| = —x, teda cislo opacné.

U: Pozabudol si na nulu.

Z: To je trividlne, absolutna hodnota nuly je nula.

x>0
r<0 =

=

2] =z
|z| = —=x

U: Dobre, ja len pripomeniem geometricky vyznam absolitnej hodnoty — urcuje vzdialenost
obrazu c¢isla na ¢iselnej osi od obrazu ¢isla nula.
Teraz by si mal vyriesit takyto problém — na obrazku mas nakresleny graf funkcie

fry=4—2a°

Y

Tvojou tlohou je dokreslit v iom graf funkcie g : y = |4 — 2?|.

Z: Neviem si to celkom predstavit, tak si najprv radsej urobim tabulku s niekolkymi hodnotami:

v | —4|-3]-2]|-1]0|1|2| 3| 4
f@)[—=12]=5]0 [ 3 [4[3]0|—5|—12
g@) 12 [ 5[0 |3 [4]3]0] 5 | 12

UZ do toho zacinam vidiet. Tam, kde funkcia f nadobidala kladné hodnoty sa ni¢ nezment,
pretoZe absolitna hodnota z kladného ¢isla je to isté cislo. Ale tam, kde f(x) bolo zdporné,
bude g(z) kladné, lebo absolitna hodnota vlastne zmeni znamienko.

U: Dobre, ako to teda nakreslis?

Z: Bude to vyzeraf tak, Ze cast grafu, ktord lezala nad osou z-ovou sa nezmeni, ale td cast,
ktord leZala pod osou x-ovou sa preklopi podla osi x-ovej nahor. Visledok je takyto:
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y=4—z°

U: Vyborne. Zhrnieme teda aj tito poslednt transformaciu:
Graf funkcie y = |f(x)| splyva s tou castou grafu funkcie y = f(x), kde f(z) = 0.
Tam, kde f(z) <0, je graf funkcie y = |f(z)| osovo sumerny s grafom funkcie
y = f(z) podla osi x-ovej.
Situdciu vidime na dalSom obréazku:

Zelena $ipka naznacuje hodnotu pévodnej funkcie v lubovolnom bode, modra Sipka ukazuje,
ako situaciu zmeni absolitna hodnota.

U: Na zaver len dodam, Ze ak by sme mali zostrojit grafy zloZitejsich funkcii s absolttnymi
hodnotami, napriklad

y=a"=2-|z[+3, y=|r—|e—1]|, y=lr+3—|z -2,

tak bud pouzijeme postupne niekolko transformécii grafu, alebo rozdelime tlohu na viacero
Casti podla toho, ¢i vyrazy v absoltitnych hodnotéch st nezaporné alebo zaporné.
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Priklad 1: Dany je graf funkcie y = sinz.

14 y=sinz
Ao NG =2 - 12 4 5 6
br 3 N -3 z m 3 O
14
Nacrtnite pomocou neho grafy funkcii
y =sin(2z), y=3sinz, y=|sinz|.

U: Pri rieSeni tejto tlohy méZeme vyhodne vyuZit nase vedomosti o transforméciach funkcii.

Zacni prvou funkciou

y = sin(2z).

C N

: Sktisme si to overit na nejakych hodnotéch.

N«

funkcia bude jednotku nadobidal uZ v bode 7, pretoZe sin (2 . 5) =sinZ.

: Myslim, Ze dvojka v predpise funkcie sposobi to, Ze graf bude dvakrdt , hustejsi“ ako povodny).

. Tak napriklad na grafe funkcie y = sinx vidim, Ze v bode = nadobiuda hodnotu 1. Ale novd

U: Mas pravdu, takze mozes nakreslit graf funkcie y

sme videli rozdiel.

2

4 2

= sin(2z) do toho istého obrazka, aby

Z: Tu je to:
11 Yy =sinx
=< —4 — —2 -1 2 4 5 6
—ﬁﬂ' —37 T ) 0 bl 37 T
—1y y = sin(2z)
U: Dobre, podme na dalsiu funkciu, tou je
y = 3sinz.

Z: V tomto pripade plati, Ze v kazdom bode bude hodnota funkcie trikrdt vicsia ako u povodnej
funkcie, preto sa graf trojndsobne natiahne v smere osi y-ovej. TakZe to vyzerd takto:
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S Oosou T.

U: Ja len pripomeniem, ze body, ktoré nezmenia pri tom svoju polohu st priese¢niky grafu

y =3 sinx

A wvznikni takéto ,kopceky“:

Z: Ostdva mi este nactrnit posledny graf, a to funkciu
y = |sinz].

Viem, Ze absolitna hodnota z kladného cisla je to isté cislo, preto sa tie ,polvinky“ zo
sinusoidy, ktoré lezia nad osou x, nemenia. Ale absolitna hodnota zo zdporného cisla je
¢islo k nemu opacné, ¢iZe ,polvinky“ leziace pod osou x sa preklopia nahor podla tejto osi.

y = |sinz|

U: Vyborne.

f:y=coszx.

Vysledok:

Uloha 1: Zostrojte grafy funkcii fi - y = cos3z a fo 1y = |cos x| pomocou grafu funkcie




VaFull-1 | List 10

Y
1 y = cos(3x)
A\ s /-a\ s /2 A 123“M
—27 —# 7r 3 0 3 ™ 5 2m
-1t Y = COST
Y
y = |cos x|
! 3. ANS 07
3 ™ = 27
Yy =cosx
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Priklad 2: Dany je graf funkcie f:

Zostrojte grafy funkcii g 1y = f(z)+3, h:y=2- f(z).

Taky zvlastny graf, co je to za funkciu?

: Vyzera to ako polovica paraboly, otocend o 90°. Takze by to mohla byt funkcia s druhou

odmocninou v predpise. To v8ak teraz pre nas nie je podstatné, pretoze budeme pracovat
len s grafom. Mas rozhodnit, ako bude vyzeraf graf funkcie

y= f(x)+3.

N(

To nie je také tazké, pretoZe trojka na konci predpisu sposobi to, Ze v kaZdom bode bude

mat funkcia hodnotu o 3 vicsiu ako povodnd. Viastne by sa dalo povedat, Ze sa kaZdy bod
na grafe posunie o tri dieliky nahor. TakZe graf nebude zacinat v bode [4;0], ale v bode

[4;3]. A os y-ovi nepretne v cisle 2, ale aZ

y=[f(z)+3

e

v c¢isle 5. Celé to vyzera takto:

Y

U: M4s pravdu, déjde tu k posunutiu celého grafu o tri dieliky nahor v smere osi y-ovej.
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U: Mozes skusit druht funkciu
y=2-f(z).
Z: Ak tomu dobre rozumiem, tak mdm viastne hodnotu funkcie v kazdom bode vyndsobit dvomi.
Takze napriklad v bode 0 nebude hodnota 2, ale az 4. Skisim to nakreslit:

Y

U: Tak toto veru nebude dobre. Pozri sa na hodnotu funkcie v bode 4. Pévodna funkcia tu
mala hodnotu nula, ¢o po vynasobeni dvomi da opif nulu.
Z: TakzZe novy graf bude zacinat v tom istom bode? A ako potom bude vyzerat?

U: Zacal si dobrou tvahou o tom, Ze sa hodnota funkcie v kazdom bode zdvojnasobi. To ale
znamena, ze sa jej graf natiahne v smere osi y a to dvojnasobne. Preto vysledok bude
takyto:

y=2f(z)
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Priklad 3: Nacrinite graf funkcie

f:y:“|m—1|—2‘—3‘

vyuzitim grafu funkcie g :y = x — 1.

Z: To teda vyzerd poriadne odstrasujico, tri absolitne hodnoty v sebe!
U: Neboj sa, vysledkom bude celkom pekny graf. Pri jeho zostrojovani budeme postupovat
pomaly, krok za krokom. Kde by si zacal?

Z: Asi tam, kde mi kdzZe zadanie, teda grafom funkcie
g:y=x—1.

To je jednoducha linedarna funkcia, jej grafom je priamka a tak mi na jej zostrojenie stacia
dva body. Napisem si ich do tabulky:

A mozem nakreslit graf:

U: Dobre, a teraz podme dalej. Ako druhy krok zostroj graf funkcie

y=lz—1].

Z: To je vlastne absolitna hodnota z predchddzajicej funkcie. Teda td cast grafu, ktord bola
pod osou x sa preklopi nahor podla osi x a zvysok ostane nezmeneny. Vyzerd to takto:
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U: V dalsom kroku odpocitame ¢islo 2, teda mame zostrojit graf funkcie

y=|r—1]—2.
Z: Tak to uZ si neviem predstavit. Urobim si tabulku?

U: Nemusis, budeme pracovat len s grafmi, pricom vyuzijeme $ikovne transformécie grafov
funkcii. Uz mas zostrojeny graf poslednej funkcie. Ako sa zmeni tento graf, ak sme v pred-
pise na koniec pridali minus dva?

Z: Mohlo by to znamenat, Ze sa vSetky hodnoty funkcie zmensia o dva? Potom by sa vlastne
cely graf posunul o dva dieliky!

U: Mas pravdu, ja len upresnim, ze ddjde k posunutiu grafu funkcie v smere osi y o dva dieliky
nadol.

Z: Potom novy graf vyzerd takto:

U: Vo stvrtom kroku opif priddme absolttnu hodnotu:

y=|lz—1]-2|.
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Z: To je lahké, opit preklopim tie casti posledného grafu, ktoré leZali pod osou x, vyzerd to
takto:

Z: Viete, Ze sa mi to zacina celkom pdcit? Skisim to dokoncit sdm. TakZe v piatom kroku
priddm minus trojku na koniec predpisu, teda budem mat funkciu

y=|lz—1—2|-3.

To ale znamend, Ze sa celyj graf posunie o tri dieliky nadol pozdlz osi y-ovej. Vyzerd to
takto:

y=|lz—1]-2/-3

U: Dobre, pokracuj.
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Z: No a v poslednom kroku to treba dat celé do absolitnej hodnoty, ¢ize
y=|lle =1/ -2 3|

Ale to uz tu bolo niekolkokrdt — preklopim ,zdporni® cast grafu osovo sumerne podla osi
x a tu je konecny vysledok:

yzwm—ﬂ—ﬂ—#

Uloha 3: Zostrojte graf funkcie f : y = Hx —-2| - 2‘.
Vysledok:

Y y=|lz—2-2
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Priklad 4: Zostrojte grafy funkcii f :y=3x —5 a g : y = log(x — 1). Potom zostrojte grafy
funkeiiy = |f(z)] ay = [g(z)]

Z: S prvou funkciou
fiy=3x-5

budem raz-dva hotovy. Je to linedrna funkcia, jej grafom je priamka a na jej urcenie mi
stacia dva body. Pripravim si ich do tabulky:

z| 0 | 1
yil—=5|—-2

Potom mozem zostrojit graf prechddzajici bodmi [0; —5] a [1; —2]:

Y

U: Dobre, modzes hned pokradovat funkciou

y = [f(2)].

Z: To je viastne funkcia y = |3z — 5| a jej graf dostanem tak, Ze ti cast priamky, ktord bola
pod o0sou x-ovou zobrazim osovo sumerne podla tejto osi.

U: Vedel by si mi vysvetlit, preco to treba takto urobit?
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Z: Suwist to s absolutnou hodnotou. Ta vsetkym kladnym cislam priradi to isté cislo, ale
vSetkym zdpornym cislam priradi ¢islo k nim opacné. Preto sa napriklad bod [1;—2] na
nasom prvom grafe zmeni na bod [1;2].

U: Presne tak, teda graf funkcie y = |3z — 5| bude mat takyto tvar:

Yy y = |3z — 5|

N«

: Teraz by som mal prejst na funkciu
gy =log(z—1),

to ale nebude také lahké, lebo to nie je priamka.
U: Mas pravdu, nie je to priamka, ale krivka, hovori sa jej aj . Vedel by si ju
nacrtnit pre pripad zékladnej funkcie y = log z?

Z: Ak sa dobre pamdtdm, tak prechddza bodom [1;0] a ma takgto priebeh:

Y
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U: Ano, os y-ova je jej asymptotou, teda sa k nej graf priblizuje, ale nikdy sa jej nedotkne.
Vratme sa teraz k nasej funkcii g : y = log(z — 1). Jej graf bude posunuty o jeden dielik
doprava v smere osi z-ovej. To preto, lebo hodnota funkcie g napriklad v bode 3 bude taka
ista ako hodnota funkcie y = logz v bode 2. Hodnota funkcie ¢ v bode 7 bude taka ista
ako hodnota funkcie y = logz v bode 6.

Ukazeme si to na priesecniku s osou z. Uz si povedal, ze pre funkciu y = logz je to bod
[1;0]. No a pre funkciu g je to bod [2;0], pretoze

9(2) =log(2 —1) =log1 = 0.

Teda graf funkcie g méa takyto tvar:

y
20
1+ y =log(z — 1)
1,2 3 4 5 6 71
—1+
-2+

Napokon este zostroj graf funkcie

y = lg()].

Z: To uZ nie je zloZité, len musim ddvat pozor na zakrivenie krivky. Ti cast, ktord je pod osou
x sa zobrazi osovo sumerne nahor a vysledok bude takdto zaujimavd krivka:

U: V poriadku.

Y
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1
Priklad 5: Na obrdzkoch si grafy funkcii f :y=5—ax—222 ag:y = x——i_3 Zostrojte grafy
:L‘ J—
funkcit fy oy =[f(2)] a g1y =|g(z)|.

y=>5— 3z — 222

U: Najprv si zopakujme, ¢o je to absolutna hodnota cisla.

Z: Oznacujeme ju |x| a md ten vyznam, Ze ak je ¢islo x nezdporné, tak |x| = x a ak je ¢islo
T zdporné, tak |x| = —x, teda cislo opacné.
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U: Vyborne. Ako sa na zéklade toho zmeni graf funkcie f, ak dame predpis funkcie do abso-
litnej hodnoty?

Z: Potom vsetky body, ktoré mali zdporni druhi siuradnicu, tu budi mat v tejto suradnici
zmenené znamienko. A to sa prejavi tak, Ze sa zobrazia podla osi x osovo sumerne.

U: Teda cely graf sa zobrazi osovo simerne?

Z: Nie cely, len ta cast, ktord leZala pod osou x-ovou sa preklopi nahor. Tie body, ktoré leZali
nad nou, a teda mali kladnu druhi suradnicu, tie ostani na mieste.

U: Vyborne, teda mozes nakreslit odpovedajici graf funkcie fi.

Z: Tu je:

Y = ‘5—3:15—2:1:2

U: Dobre, teraz eSte druhd cast.

Z: Princip je vsak ten isty. Mdm graf funkcie g a mdm z neho urobit graf funkcie g1 : y =
= |g(z)|. CiZe zase zobrazim osovo sumerne podla osi x ti cast grafu, ktord lezala pod
nou:
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U: Vyborne, vidim, Ze z absolitnych hodnét sa blizi§ k absolutnej dokonalosti.

Uloha 5: Zostrojte graf funkcie [ :y = |z? — 5].
Vysledok:
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Priklad 6: Zostrojte graf funkcie f :y = 2cos <3x — g)

C N

N C N

: Vyzerad to velmi zlozZito, zrejme si to musim rozdelit na mensie kroky.
: Presne tak, odkial by si zacal?

. Asi funkciou y = cosx, jej graf pozndm, je to

: Dobre, ozna¢me si ju ako funkciu f;. Ktora by bola dalsia?

: Dalsia by mohla byt funkcia

fo iy = cos(3z).

Jej graf by bol v porovnani s grafom funkcie fi trikrdat zuZeny v smere osi x-ovej. Vyzeralo
by to takto:

Y
1 y = cos(3x)
O\ s /oa\ s [\ A NAYWAVYZS
-2 — us 3 0 3 Q0 5 27
—17 Y = cosx
U: Zatial ti to ide vyborne, pokracuj.
Z: V tretej funkcii
T
fgzy:cos<3x—§>
som pridal minus 5 do zdtvorky. To sposobi, Ze sa cely graf posunie v smere 0si x-ovej o
5 doprava.
U: Tak tu fa musim zastavit, pretoZe toto nie je dobra tvaha. Mas sice pravdu, Ze budeme
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graf postivat vsmere osi x doprava, ale nie o 7. Najprv vyberieme v prepise funkcie trojku
pred zatvorku, teda

f:y:2cos(3x—g):2cos3(aj—%).

Potom uz mézeme pouzit transforméciu grafu y = f(z — a).
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Teda graf posunieme v smere osi x-ovej doprava len o %

: Ano, nakresli do jedného obrazka grafy funkcii f» aj fs, aby sme videli ten rozdiel.

Tu je to:
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y = cos(3x)

U: Vyborne, ostala napokon samotna funkcia

fry=2c

T
3 ——).
OS(I’ 2

Z: Teda k tomu, ¢o bolo predtym, treba este pridat dvojku na zaciatku predpisu. To ale spdsob,
ze vsetky hodnoty funkcie budi dvojnasobné, teda graf funkcie f bude v porovnani s grafom

funkcie f3 dvojndsobne natiahnuty v smere 0si y.
Yy
ol ¥=2 cos(3x — m/2)
10
3 - 1
= WEAWIRY
VoL

Uloha 6: Zostrojte graf funkcie f : y = cos <2x + g)
Vysledok:
Yy
1 y = cos(2x + 7/2)
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