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Logaritmus — operacie s logaritmami, dekadicky
a prirodzeny logaritmus
RNDr. Jana Krajéiova, PhD.

U: Najprv si zopakujme, ako znie

Z: Ja st pamdtam, Ze logaritmus suvisi s mocninou, zaklad logaritmu je zdkladom mocniny
s ktorou stuvisi. Postupovat mozZeme podla Sipok v ramceku . ..

7

log, u =v

Z: ...a dostaneme
v

log, v = v prdve vtedy, ked o = u.

U: Paméitas si to spravne. Este dodajme, ze
zéklad o € RT — {1},

logaritmované ¢islo u € R,
logaritmus v € R.

In&¢ povedané: logaritmus priradi logaritmovanému ¢islu u exponent mocniny v s prislus-
nym zakladom

U: Teraz si ukdzeme, ¢o vSetko sa da s logaritmami robit. Aby to bolo lepsie pochopitelné
a zapamitatelné, zacneme prikladmi. Najprv vypocitaj, ¢omu sa rovné
log,, 10 + log;, 100.

Z: To nebude tazké.
log,, 10 = 1, lebo 10* = 10.
Dalej
log,, 100 = 2, lebo 10% = 100.

Preto

U: Spravne. Teraz skus vypocitat, ¢omu sa rovné

log,, 50 + log,, 20.

Z: To je uZ taZsi oriesok. To sa nedd tak pekne vypocitat, lebo neviem zistit ,10 na ¢o sa
rovnd 50, ani ,10 na ¢o sa rovnd 20“.
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log,, 50 = ?, lebo 10" = 50

log,,20 = ?, lebo 10° =20

uU:

C N

NS N

Skisme na to pouzif kalkulacku. No musime podotknit, Zze na kalkulacke nevieme
vypocitat logaritmus s hocijakym zakladom. MoZeme pouzit len dva zéklady. Jeden z nich
je 10, druhy si spomenieme zachvilu.

Logaritmus so zakladom 10 nazgvame dekadicky logaritmus.

Zaklad 10 tam nemusime pisat, teda

log,, u = log u.

: TakzZe do kalkulacky nahodim

log 50 + log 20 a dostanem cislo 3.

Vysledok je naozaj pekné cislo.

: Dajme si dokopy oba priklady, ktoré sme vypocitali:

logo 10 + log,, 100 = 3,

a pridajme k nim este jeden:

Vidim v tom akurdt to, Ze vsetky majgu rovnaky vysledok, a to cislo 3.

: Nie je to ndhoda. Skus zistif nejak( stvislost medzi modro znazornenymi logaritmovanymi

¢islami z prvych dvoch prikladov s logaritmovanym c¢islom z tretieho prikladu.

Teda zistujem, ako suvisia ¢isla 10 a 100, pripadne 50 a 20 s ¢islom 10002

: Presne tak.

No, ak sa nemylim, ich sucinom je cislo 1000, teda
10 - 100 = 1000,

50 - 20 = 1000.
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uU:

Spravne. Skutocne plati, ze

Povedané slovne: sucet logaritmov s tym istym zakladom sa rovna logaritmu sucinu. Res-
pektive naopak:

logaritmus sicéinu sa rovna suctu logaritmov s tgym istym zakladom.

Z:

A nie je to ndhoda? Vyslo by nam to aj v ingych prikladoch?

U: Velmi dobréa otézka. Samozrejme, najlepsou odpovedou na nu je dokaz, mozes sa onl pokusit.

Vo v8eobecnosti teda pre kazdé a € RT — {1}, pre kaZdé u, v € R plati:
log,(u - v) = log, u + log, v.

Pripomenme si, ze jednym z dévodov zavedenia logaritmu do matematiky, bola prave
vysSie uvedend vlastnost. Pan Kepler potreboval pri svojich astronomickych vyskumoch
pocitat so skutocne atronomickymi ¢islami. KedZe s¢itanie je jednoduchsie ako nasobenie,
potreboval ndsobenie previest na s¢itanie. No a logaritmus bol na to priam stvoreny.

c NC

: Ako to bude vyzerat, ked budeme logaritmovat podiel?

Analogicky by to mohlo stvisiet s odcitanim.

: Presne tak. Ked logaritmus sti¢inu sa rovna suétu logaritmov, tak
)

logaritmus podielu sa bude rovnat rozdielu logaritmov s tym istym zdkladom.
MoZeme teda napisat, ze pre kazZdé a € R™ — {1}, pre kazdé u, v € R" plati:

log, - log,(u : v) = log, u — log, v.
v

: A ako to bude s logaritmom sictu, respektive rozdielu? CiZe comu sa rovnd

log,(u + v) pripadne log,(u —v)?

: Tu ta sklamem. Na to vzorce nie st.

N«

N«

: Ak to zhrniem, zatial sme si povedali vzorce pre logaritmus sucinu a podielu, vzorce pre

logaritmus suctu a rozdielu neexistuji a ako to bude s logaritmom mocniny? Ako to bude
vyzerat napriklad s
log, u™?

: Najprv si to vysvetlime pre pripad, Ze exponent mocniny je prirodzené cislo, teda n € N.

Nezabtdajme, ze zaklad logaritmu a € R —{1} a zaklad logaritmovanej mocniny u € R*.
Mocninu «"™ mdZzeme napisat ako sucin n u-ciek.

: To je jasné:

log, u" =log, (uw-wu----- u)=...
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U: Teraz pouzijeme vzorec pre logaritmus stuc¢inu, ktory sa rovna si¢tu logaritmov a dostaneme

... =log,u+log,u+---+log,u=...

Z: No a ked n-krdt spocitame ten isty logaritmus, tak dostaneme:

. =n-log, u.

U: Vysledny vzorec potom vyzera takto:

Py . 7
log, u" =n-log, u.

Z: Teda exponent mocniny n dam pred logaritmus.

U: Aj tak sa to dd povedat. Toto pravidlo vSak plati nie len pre prirodzeny exponent, ale
aj pre redlny exponent. MoZeme teda napisat, ze pre kazdé a € RT — {1}, pre kazZdé
u € Rt a pre kaZdé n € R plati:

log, u" =n-log, u.

Z: To su uz vsetky vzorce pre logaritmy?

U: Ostéva nam esSte posledny. Uz sme si spomenuli, Ze na kalkulacke vieme vypocitat len
logaritmy s dvoma zakladmi:

e ak je zaklad rovny ¢islu 10, hovorime o dekadickom logaritme,

e ak je zaklad rovny Eulerovmu ¢islu e, hovorime o prirodzenom logaritme.

Z: O Eulerovom cisle som uZ nieco pocul. Je to nejakd konstanta, no neviem akd.

U: Eulerovo ¢islo e je, popri Ludolfovom ¢isle 7, asi najdolezitejSou matematickou konstantou.
Jeho priblizna hodnota je
e=2,718.

No za popularitou ¢isla 7 znacne zaostava. A treba povedat, Ze nepravom. Ked sa c¢lovek
okolo seba rozhliadne, takmer urcite zavadi o nieco, v ¢om hra tlohu ¢islo e. Suvisi so
zlozenym urokom, rastom baktérii, elektrickym kondezatorom ¢i s prieskumom verejnej
mienky:.

Z: Znie to naozaj velmi zaujimavo, tusim si o tom nieco zistim.

U: Vratme sa k ndSmu prirodzenému logaritmu. Namiesto zapisu
log, u,

je zauzivany skrateny zapis
In u,

z latinského ,logaritmus naturalis, teda prirodzeny logaritmus.

log,u =Inwu
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Z: OK. Ak sa dobre pozerdm na kalkulacku, je tu tlacidlo log na vijpocet dekadického logaritmu
a tlacidlo In na vypocet prirodzencho logaritmu. Ale ako vypocitam napriklad
log, 57
U: Na to ndm poslazi posledny vzorec pomocou ktorého mozeme menit zéklad logaritmu. Pre

kazdé a, b € R™ — {1}, pre kazZdé u € R" plati:

log, u

log, u = .
log, a

Z: Aha, na pravej strane vzorca mdm iny zdklad b. 'V citateli zlomku logaritmujem povodné
logaritmované cislo u a v menovateli zlomku logaritmujem povodny zdklad a.
U: Skus teraz vypocitat log, 5.

Z: PouzZijem kalkulacku. No najprv si dany logaritmus prepisem pomocou vzorca na dekadicky

logaritmus:
log;p5  logb . 0,69897

log,,2 log2  0,30103
U: Na zaver eSte zhriime najcastejsie pouzivané vztahy s logaritmami. Niektoré sme uviedli
v tejto téme, iné, ked bola zavedend . Poriadne si ich prezri.

logy 5 = = 2,322,
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Pre a, b € RT — {1}, u, v € R™, n € R plati:

log,a=1
log,1 =10
log,a" =n
qlog.u — 4,

log,(u - v) = log, u + log, v
log, - = log, u —log, v

log, u" =n-log,u

_ logyu

log, u = oz, @

log;pu = logu

log,u =Inwu
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Priklad 1: Vypocitajte:
a) logs 10 + log; 12,5,
b) 4-logg3+ 5 -logs 2 — logg 12.

Z: Zacnem tlohou a):
log- 10

neviem urcit spamdti, lebo neviem
na ¢o sa rovnd 10.

TakzZe pouzijem kalkulacku.

U: Neunéhli sa. Ani to by nebolo také jednoduché, lebo na kalkulacke vie§ vypocitat iba
dekadicky alebo prirodzeny logaritmus, teda logaritmus so zakladom 10 alebo e. No ty
mas zaklad 5. Musel by si pouzit vzorec na zmenu zékladu. Skisme sa vSak zaobist bez
kalkulacky.

: Uz mi tuklo: sucet logaritmov sa rovnd logaritmu sicinu.

C N

: Ano, ak majt rovnaké zaklady, a to maji. Tak podme na to.

. Clize:

N«

logs 10+ logs 12,5 = log;(10-12,5) = log, 125 = ...

: Tento logaritmus uz hravo vypocitas z hlavy:

c

na c¢o sa rovna 1257

5 =125,

preto vysledok logaritmu je
= 3.

U: Pokra¢ujme tlohou b).

Z: Tu mdm tieZ sucet a rozdiel logaritmov.

U: Nie tak celkom. Dva logaritmy st vynasobené ¢islom. Preto najprv pouzi vzorec pre loga-
ritmus mocniny.

Z: Ak si dobre pamdtdm, tak vyzera nejako takto:
log, u" = n-log, u.

FEzxponent mocniny dam pred logaritmus.

U: My ho vSak musime pouzit obratene. Teda zo stéinu ¢isla a logaritmu urobime logaritmus
mocniny. Tak dostaneme:

4-logg 3 + 5-logg 2 — logg 12 = logg 3* + logg 2° — logg 12 = ...




KrAvli-1 | | List 8

Z: Teraz z toho urobim jeden logaritmus, a to logaritmus zlomku:

34_25
oo=1 = ...
08¢ 12

U: Spravne, kedze od prvych dvoch logaritmov sme treti odpocitali, musel tam byt logaritmus
podielu, respektive zlomku.

Z: Teraz to uZ len upravim, pricom cislo 12 prepisem na sucin cisel 4 a 3. Tak dostanem:

3%.2° [
:10g622—.3:10g6<33'23):...

Ostdva vyndsobit 33 - 23.
U: To by bolo zbytocné. Obe mocniny maju rovnaky exponent, preto predchadzajuici logarit-
mus mozeme napisat ako

.. =logg(3-2)* =log, 6° = ...

Uz sa len opytame:
na ¢o sa rovnd 637

Z: Odpoved je jasnd:

preto vysledok logaritmu je
U: Spravne.
Uloha 1: Vypoditajte:

a) log, 10 + log, 6,4;

b) 5-logh+ 6 -log2 — log 20.

Vysledok: a) 6; b) 4
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Priklad 2: Zistite, ¢i je dany vyraz kladny:

1
log, 6 + log, 0,8 — 5 log, 25.

. Jednotlivé logaritmy neviem vypocitat z hlavy, nie si to pekné cisla.

: Tak to vSsetko upravme na jeden logaritmus. Pouzijeme pri tom tri vzorce, a to: pre loga-

ritmus mocniny, logaritmus st¢inu a logaritmus zlomku.

: Ale ved v tlohe sa nic¢ z toho nevyskytuje.

: To preto, lebo ich pouzijeme v opacnom poradi, teda:

n - log, u = log, u",
log, u + log, v = log,(u - v),
log, u — log, v = log, "_ﬁ

v

pricom a € Rt — {1}, u, v € R.

: Aha, ... TakZe najprv z posledného logaritmu urobim logaritmus mocniny. Tak dostanem:
1 1
log, 6 + log, 0,8 — 3 log, 25 = log, 6 + log, 0,8 — log, 252 = ...
: Pripomernime si, ako je definovand mocnina so zlomkom v exponente, teda

: Ak si dobre pamdtdam, tak to nejak suvisi s odmocninou.

: Presne tak:

953 = /25 = 5.

: Predchddzajict vyraz sa potom rovnd

.. :10g26+10g20,8—10g25:...

: Teraz tu mame stcet a rozdiel logaritmov s tym istym zakladom. MézZeme z toho urobit

jeden logaritmus, a to:
6-0,8 48

o=1 — =1 —=...
0g9 5 089 5

: Nepdci sa mi to desatinné cislo v citateli, preto cely zlomok rozsirim c¢islom 10 a dostanem:

48 24

... =log, — =log, — = ...
Og250 0g225

To som si velmi nepomohol, ten logaritmus aj tak neviem vypocitat bez pouZitia kalkulacky.

: Nechajme kalkulacku kalkulackou. VSimni si eSte raz zadanie. Nepotrebujeme vypodcitat

presnit hodnotu vyrazu. Staci zistit, ¢ je dany vyraz kladny. Pozrime sa na graf funkcie s
predpisom
y = log, x.

.....
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Yy
1 = [
= Jog, &
24
9 ;
pry I T
log, 2—:} 1 9
o] ot
i

U: Graf pretina os z v bode [1,0].

Z: Ak sa dobre pozerdm, tak logaritmy z ¢isel vicsich ako 1 si kladné.
U: Presne tak. My mame logaritmus z cisla g—‘;.
Z: No
24 <1
25 ’
preto
1 24 <0
08y — )
&2 95

U: Spravne. Vidime to znézornené aj na grafe. Preto odpoved znie: vyraz zo zadania nie je
kladny, je zaporny.

Uloha 2: Zisti, ¢ je dany viraz kladny:

log; 25 — logg 3 — 3 - logs 2.

Vysledok: logs 2 > 0
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Priklad 3: Vypocitajte:

o) 10839;
b) log, 7 - log, 3.

Z: Zacnem ulohou a). To si vezmem kalkulacku . ..

U: Tak si vezmi. No na nej vies vypocitat len logaritmy s dvoma zakladmi, a to 10 a e. Musis
preto previest tvoj logaritmus so zadkladom 6 na dekadicky alebo na prirodzeny logaritmus.

Z: Na to existuje nejaky vzorec.

U: Ano. Vyzeré takto:

pricom a, b € RT — {1}, u € R*.

Z: Prevediem to na dekadicky logaritmus. V citateli bude logaritmus z logaritmovaného cisla
9 a v menovateli logaritmus zo zdkladu 6. Tak mozZem pisat:

log 9

logg 9 = =...

9867 = Jog 6
U: Teraz uz mozes pouzit kalkulacku . ..
Z: ...a dostanem zlomok: 0.954

=— =1,732.

0,778 X

U: OK.

Z: V dlohe b) prevediem tieZ oba logaritmy na dekadické. PouZijem ten isty vzorec. Tak

dostanem:
log7 log3

log3 log7
U: Tentokrat sa zaobides aj bez kalkulacky. Staci skratit ,,Cerveny* logaritmus s ,¢ervenym*
a ,modry*“ s ,modrym®. Vysledok bude potom rovny ¢islu

log; 7 -log; 3 =

= 1.
Uloha 3: Vypoditajte:
a) logs 5;
b) log, 5 - logs 4.

Vysledok: a) 1,176; b) 2
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Priklad 4: Comu sa rovnd

C N

N(

5% 2
25 7

log;
ak logs 2 = p?

Pouzijem vzorce pre logaritmus sucinu a logaritmus podielu . . .

: Najprv skis upravit logaritmovany zlomok.

Aha, dd sa krdatit ¢islom 2. Tak dostanem:

5% .2 52
10g5?210g5§:...

: Takze staci pouzit vzorec pre logaritmus podielu, ktory sa rovna rozdielu logaritmov s tym

istym zakladom.

: Predchddzajici logaritmus sa potom bude rovnat

PP :lOg552—lOg524:...

: Vidime tu dva logaritmy mocniny, preto pouZzijeme vzorec:

log, u" =n-log, u,

pricom a € Rt — {1}, u ¢ R*, n € R.

. Cize dostaneme:

... =2logsd—4logs2 = ...

: A uz sme takmer v cieli. Stac¢i si uvedomit, Ze

log-5 =1, lebo 5! = 5,

log; 2 = p, podla zadania.

Z: Tak mozem pisat, Ze predchddzajici viraz sa rovnd virazu:
... =2—A4p.
A to je uz vysledok.
Uloha 4: Comu sa rovnd
52 X 35
10g3 33 )

ak logs b =p?

Vysledok: 2p + 2
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P

c

c N

C N

U

\'

riklad 5: Vypocitajte:

: Ja by som pouzil kalkulacku.

: Skiisme sa zaobist bez nej. No aj keby si kalkulacku pouzil, musel by si tie dva logaritmy
previest na dekadické, pripadne prirodzené logaritmy. Skratka, zmer oba logaritmy na
logaritmy s rovnakym zakladom.

S hocijakym?
: V podstate ano.

Tak ich prepisem na dekadické logaritmy.

: Pouzijeme pri tom vzorec:
log, u
loga U=r—"
log, a
pricom a, b € RT — {1}, u € R*.
: Tak dostanem: loe3 log16
og og
log, 3 -1 16 = — - =...
082 9" H08a7 log2 log27

Ale teraz uZ musim pouZit kalkulacku.

: Daj pokoj s tou kalkulackou. Prepis ¢isla 16 a 27 na mocniny.

: OK. Tak dostanem:
_ log3 log2*

" log2 log3®

: Teraz sa priam nuka pouzif vzorec pre logaritmus mocniny, ktory vyzera takto:
log, u" =n -log, u,

pricom a € Rt — {1}, u € R*, n € R.

: TakzZe exponenty 4 a 3 dam pred logaritmy. Potom sa predchddzajct vyraz rovnd vyrazu:
_log3 4-log2
" log2 3-log3 '
: Ostéva skratit vsetko, ¢o sa da a dostaneme vysledok:
4
-3

loha 5: Vypocitajte

ysledok: 2
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P

y4

N«

N«

U

riklad 6: Afk log, 10 = d, comu sa rovnd log;, 27

: Ak som si dobre vsimol, tak v tijchto dvoch logaritmoch je zamenené logaritmované cislo

za zaklad a naopak, teda cislo 2 za 10 a 10 za 2.

: Spréavne. Preto log;,2 chceme zapisat pomocou logaritmu so zékladom 2. Aky vzorec na

to pouzijeme?

: Vzorec na zmenu zakladu, ktory vyzerd takto:
log, u = ﬁi—zz.
: Sprévne. Pritom a, b € RT — {1}, u € R*.
: Tak mozem pisat:
log,,2 = li)og;% =...
: Citatela vieme vypocitat.
. Ano:

log, 2 =1, lebo 2! = 2.

Tak sa predchddzajuci podiel rovnd

11
" log, 10 d’

: MoZeme preto napisat, ze

1
1 2=-.
0810 d

loha 6: Ak log, 6 =d, comu sa rovnd logg 37

Vysledok: %
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Priklad 7: Aklog6 = a alog3 = b, comu sa rovnd log %?

Z: Zdklady logaritmouv siu vsade rovnaké. Preto na upravu log%l pouZijem vzorec pre logaritmus
podielu — ten sa rovnd rozdielu logaritmov.

U: Skus.
Z: Tak dostanem: 4
logg =log4 —log3 =logd — b=,
lebo zo zadania log3 = b. No ¢o mdm urobit s log4?
U: Keby sme velmi chceli, mézeme &islo 4 napisat ako mocninu 2.

Z: A pomoze nam to? Tak dostanem viyraz

... =log2? —b=...

U: Este moZeme pouzit vzorec na logaritmus mocniny:
n __
log, u" =n-log, u,

pricom a € R — {1}, v € R", n € R. Potom moZeme pisaf, ze predchadzajici vyraz sa
rovna vyrazu
oo =2log2—-b=...
Z: Ale stale nam tam ostane log2. A neviem, co s tym.

U: Podla zadania pozname len logaritmy z ¢isel 6 a 3. No a nevieme ¢islo 2 napisat pomocou
Cisel 6 a 37

Z: Vieme: 6
2=—.
3
U: A ¢o ti brani, aby si to tak urobil?
Z: Viastne ni¢. Tak dostanem vijraz
6
o.=2-log-—b=...
og 3

Opit pouZijem vzorec pre logaritmus podielu. Tak dostanem:
.. =2 (logb—1log3)—b=2-(a—b) —b=2a—2b—b=2a— 3.
U: Ak to zhrnieme, mdZeme napisat:
4
log = = 2a — 3b.
og 3 a
Vidis, ze sme to zvladli.

Uloha 7: Aklog10 = a, logh = b, comu sa rovnd log % ¢
Vysledok: 2a — 3b




