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Delenie mnohoclenov
RNDr. Jana Krajéiova, PhD.

U: Podme si zopakovat delenie mnohoclenov.

Z: To sa mi zide, vela si z toho uZ nepamdtdm.

U: Aby to bolo prehladnejsie, rozdelme si to na tri pripady:

1. delenie jednoclena jednoclenom,
napr. (202°) : (22%)

2. delenie mnohoclena jednoclenom,
napr. (102% — 1523 + 202?) : (—52?)

3. delenie mnohoclena mnohoclenom,
napr. (—5r + 22? — 3): (v — 3)

Z: A teraz podme na samotné delenie.

U: Za¢nime delenim jednoclena jedno¢lenom, teda 20z° : (2z2). To nebude zlozité.

Z: Zrejme vydelim najprv koeficienty, potom mocniny. Teda

20 a° ‘
5L (09.2) _ _ 5-2 3
2Ox.(2x)—5~ﬁ—10$ = 102°.

U: Presne tak. No nesmieme zabudnatf na podmienky.

Z: Aha, skoro som zabudol. Nedd sa delit nulou, teda delitel x> # 0, teda x # 0.

U: Spravne.

Z: Pri deleni mnohoclena jednoclenom to bude asi také isté ako pri ndsobeni. Kazdy clen
z prvej zdtvorky vydelim delitelom.

U: Ano. V priklade (1025 — 1523 4+ 202?) : (=52%) najprv vydelime 102° : (—52%), potom
—1523% : (—=52?) a nakoniec 2022 : (—5z?). Dolezité je nezabudnit na znamienko stojace
pred danym jednoclenom.

Z: Mézem pisat:

(102° — 152° + 202?) : (—b2?) =
=[10: (=5)]2% % = [15: (=5)]2* 2 + [20 : (=5)]2* % =
= —22" + 32" — 42 = —22" + 32 — 4.

U: Nezabudnime na podmienky.

Z: Opit by som na to zabudol. Takze zasa delitel —5x% # 0, teda = # 0.

U: Spravne.
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U: To by sme mali. Ostava nam posledny typ, a to delenie mnohoc¢lena mnohoc¢lenom.

Z: Asi to urobim tak, ako v predchddzajucich typoch. Budem delit kaZdy jednoélen z prvej
zatvorky kazZdym jednoclenom z druhej zdtvorky.

U: No, tu to tak nepojde. Teraz budeme postupovat tplne ind¢. Budeme kopirovat delenie
prirodzenych ¢isel, ako si sa to ucil niekedy davno. Zopakujme si to. Skuisme bez kalkulacky
so zapisovanim zvyskov vydelit napr. 143 : 11. Teraz sleduj ramcdek. Slovne popiSeme
to, ¢o je v nom napisané. Najprv zistime, kolkokrat sa delitel 11 nachadza v 14. Je to iba
raz. Preto do podielu napiSeme c¢islo 1. Potom 1-11 = 11. To od¢itame od 14. Dostaneme
zvy$Sok 3. K nemu z delenca pripiSeme ¢islo 3. Dostaneme ¢islo 33 a to vydelime delitelom,
teda 33 : 11 = 3. Do podielu pripiseme trojku. 3 - 11 = 33, po od¢itani od 33 dostanem
zvysSok nula.

143: 11 = 13
—11

33
—33

0

U: No a obdobne budeme postupovat pri deleni mnoho¢lena mnoho¢lenom. Délezité je, aby
sme na zaciatku delenia mali aj delenca aj delitela usporiadaného od najvyssej mocniny
po najnizsiu. V nasom priklade (—5z + 222 — 3) : (z — 3) to nie je splnené. Preto zapiseme:

(=bz +22° —3): (v — 3) = (22° — 5z — 3) : (z — 3).

Z: Teraz mdm urcit, kolkokrdt sa nachddza delitel (x — 3) v delenci (2x® — b5z — 3). Pri ¢islach
to bolo jasné, no ako to bude pri polynomoch?

U: Opiit sleduj to, ¢o je napisané v ramdceku. Pozrieme sa na ¢leny s najvyssou mocninou,
teda na prvé ¢leny. Tie vydelime. Teda 222 : x = 2. Do vysledku zapiseme 2x. Teraz
spitne vynasobime 2z s delitelom (x — 3) a vysledok zapiseme pod delenca. Cize 2z - (z —
—3) = 22% — 6z.

N(

A naco sme to urobili?
U: Aby sme zistili zvySok. Preto 22? — 6x od¢itame od delenca (2z* — 5z — 3) a dostaneme:

(222 — 5 — 3) — (22° — 62) = 20> — 5w — 3 — 22 + 62 = x — 3.

(222 — 52 —3): (v — 3) = 2x
—(22% — 62)
xr—3

Z: Teraz je to uZ jasné. Postupujem tak isto. Zistim, kolkokrdat sa (x — 3) nachddza v (z — 3).
Je zrejmée, Ze len raz.
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U: Preto (ako ukazuje dalsi ramdéek) do podielu k 2x pripoc¢itame 1. Potom spétne od (z—3)
odéitame 1 - (r — 3) = x — 3 a dostaneme zvysok nula. Podiel (22% — 5z — 3) : (z — 3) je
preto rovny 2x + 1.

Z: Teraz uz nezabudnem na podmienky. Opdt must byt delitel x — 3 # 0, teda x # 3.
(222 —5x —3): (x —3) =2x + 1

—(22% — 62)
r—3
—(z—-3)

0

xr # 3

Z: Myslim, Ze sme to zvladli.

U: Ak sa chces presvedcit, ¢ si to vydelil spravne, mozes urobit skugku spravnosti. Vies, v ¢om
bude spocivat?

Z: Zrejme vyndsobim podiel 2z + 1 s delitelom x — 3 a mdm dostat delenca 22* — 5z — 3.

U: Presne tak. To uz necham na teba. Vysledok mozeme zapisat aj v tvare

222 —5x — 3

= 2x + 1 pre x # 3.
x—3

N«

: Ak delim dve ¢isla, moZem dostat aj nenulovy zvysok. Zrejme obdobne je to aj pri polynd-
moch.

U: Ano. My sme si na ukazku zvolili taky jednoduchy priklad bez zvysku, no v dalsich pri-

kladoch sa stretnes aj s podielmi so zvyskom.

N(

Mohli by sme si aspori jeden taky uviest?
U: Tak napriklad v nasej tlohe zmenime absolatny ¢len v delenci z —3 na —2. Opiit sleduyj

vyrieSeny priklad v ramceku. Cely postup bude rovnaky, zmena nastane len vo zvysku,
ktory nebude 0, ale 1, lebo (x —2) — (x —3) = -24+3 = 1.

(222 —bx —2): (z—3) =21 +1

—(22? — 6x)
xr—2
—(z -3

1

x#3
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Z: Takze vysledok mozem napisat v tvare:

(22 —=b5x —2): (x —3)=20+1, 2. 1 prex #3.

U: Ano. Len ten zépis ,zv.“ je malo matematicky. Uvedomme si, ze keby sa nam podarilo
zvySok 1 vydelit delitelom x — 3, tak nam neostane ziaden. Preto vysledok mozeme napisaft

aj v tvare:
1

(22° — 52 —2) : (z — 3) :2x+1+73 pre x # 3.
xr —

Znamienko delenia eSte mozeme zamenit za zlomkovu ¢iaru, a potom dostaneme:

202 — b — 2
T —3

Z: Nie je to najlahsie, ale sndd som to pochopil.

1
=2r+ 14+ —— pre z # 3.
r—3
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Priklad 1: Vydelte nasledujice polynomy a urcte podmienky, kedy md delenie zmysel:

(48 + 6t — 1) : (—%t) .

Z: Kazdy jednoclen zo zdtvorky vydelim jednoclenom %t.
U: Pozor. Nezabudaj na znamienka. Delitel je (—%t), nie %t.
Z: Samozrejme. .. Teda plati:

(4t +6t* —t) <—;t> —

= 4t3 <—1t> + 617 : <—1t> —t: <—1t> = ...

2 2 2
U: Co dalej?
Z: Koeficienty vydelim koeficientmi. Teda 4 - (—%) =4 (—%) = —8, potom 6 : (—%) =

=6- (—%) = —12 a nakoniec. ..

U: Pred ¢ stoji znamienko minus, teda ako keby tam bol koeficient —1. Preto tu vydelime

~1:(=1)=—1-(—2) = 2. Teraz to vietko zapis.

Z: OK. Cize po vydeleni dostanem:
= 837t — 1207 2t = —8¢F — 12t + 2.
U: Spravne, este ur¢ podmienky.
Z: Nesmieme delit nulou, teda delitel —3t # 0. To plati prdave vtedy, ked t # 0.
U: Ano.

Uloha 1: Vydelte nasledujice polyndmy a uréte podmienky, kedy md delenie zmysel:
(12a* — 8a® — 4a?) : 4a®.

Vysledok: 3a%> —2a — 1 pre a # 0
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Priklad 2: Vydelte nasledujice polynomy a urcte podmienky:
a) (222 +5x —12) : (z +4);
b) (x+4): (22% + bz — 12).

U: Zacni tlohou a).

N«

: Budem postupovat tak, ako keby som delil dve c¢isla. Najprv si teda uréim, kolkokrdt sa
nachddza delitel (x + 4) v delenci (22* + 5x — 12). Pri ¢islach je to jasné, no ako to zistit
pri polynomoch?

U: Tu sa pozri na ¢leny s najvyssou mocninou. Kedze ich mame zoradené od najvyssej mocniny

po najnizsiu, tak si véimnime prvé ¢leny. V delenci je prvym ¢lenom 222, v deliteli . Vydel

ich. Pozeraj sa pri tom na zapis v ramceku.

N«

: Teda delim 2x* : x = 2x. Do podielu preto napisem 2x. Teraz vyndsobim 2x s delitelom
(z +4) a zapisem pod delenca (22 4+ 5z — 12). Teda 2z - (v + 4) = 22° + 8z.

U: Aby sme mohli uréit zvysok, pred (222 + 8z) napiSeme znamienko minus. Tym naznac¢ime,
7e to chceme odéitat od vyrazu napisaného nad nim.
(222 + 52 —12): (v +4) = 2x
— (222 + 8z)
— 3r — 12

Z: A ako sme teda dostali ten zvysok —3x — 127

U: Tak podme pomaly. Cleny s rovnakou mocninou od seba od¢itame. Ak odéitame od seba
kvadratické ¢leny, mame 222 — 222 = 0, preto sme tam nenapisali ni¢. Dalej sme odéitali
linedrne ¢leny bxr — 8x = —3x. Ostavaju nam absolitne cleny.

Z: Ale ved vyjraz 2x* + 8x nemd absolitny clen.

U: Ale m4, len nie je napisany, lebo je 0. Preto od¢itame —12 — 0 = —12.

Z: Dobre, u? je mi to jasné. Dalej budem zrejme postupovat rovnako.

c

: Presne tak. Teraz si vsimaj zapis v dalSom ramdceku. Najprv zisti, kolkokrat sa
nachadza delitel (z + 4) vo vyraze (—3z — 12).

Z: Opit vydelim ¢leny s najvyssou mocninou, teda —3x : x = —3. Do podielu k 2x priddm —3.

Aby som urcil zvysok, ndsobim —3 s delitelom (x+4). Tak dostanem —3-(z+4) = —3x—12.

To chcem odcitat od —3x — 12. Po odéitani dostanem nulu.

(222 +5x —12): (x +4) =2x — 3

— (222 + 87)
— 3z — 12
—(—3z — 12)

0

U: Vysledny podiel polynémov je 2z — 3.
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N«

: Tak, skoncili sme.

c

: Nie tak celkom. Aby sme boli korektni, musime urc¢it podmienky, ¢o vSetko modzeme
dosadit za x, aby podiel mal zmysel.

: No, ak si dobre pamdtdm, nedd sa delit nulou.

C N

: Pamiitas si to dobre. Sest cukrikov medzi nula deti nerozdeli§ nijak.
. TakZe delitel x +4 # 0, teda v # —4.

: A mame podmienky urcené. Pre tiplnost sa eSte spytam, ako sa mozeme presvedcit, ¢i sme
sa nepomylili? Inymi slovami, ako urobime skusku spravnosti?

c N

N«

: To je jednoduché. Vyndsobim visledok s delitelom, teda
(22 —3) - (v +4) = 22* + 87 — 3z — 12 = 22* + b5r — 12.

Vysla nam aj skuska.
U: Zhriime to. Podiel (222 + 52 — 12) : (v +4) = 20 — 3 pre x # —4.
Vysledok moZzeme zapisat aj v tvare:

222 + b — 12

| = 2x — 3 pre x # —4.

U: Podme na tlohu b). Tu mame, v porovnani s tlohou a), vymeneného delenca za delitela
a naopak. Teda chcem delif

(z +4): (22° + 5 — 12).
Z: Polynom nizsieho stupria deleno polyndm vyssieho stupria. To je nejaké divné. Co s tym?

U: No, nejde to. 22? sa v = nenachddza ani raz. Vysledok bude preto 0 a zvySok z + 4.
Zapiseme:
(x+4): (20> + 510 —12) =0, zv. (v +4).

Alebo aj takto:

x+4 B x+4
202 + 5 — 12 222+ 51 — 12

Z: Aj tu mdm urcit podmienky? V tomto pripade musim riesit kvadraticki rovnicu, lebo
202 + 51 — 12 # 0

U: To si vyrie$ sdm. Ale da sa to zistit aj jednoduchsie. Pri skuske v tlohe a) si zistil, ze

(x+4): (22° +52—12) =0+

202 + 51 — 12 = (22 — 3) - (v + 4).
Podmienky nam vyplynu po vyrieseni rovnice

(22 — 3)(z +4) £ 0.
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Z: Sucin je nenulovy, ked Ziaden cinitel nie je nula, teda ked
20 —3#0ajx+4+#0.
Z toho dostaneme x # % axr#—4
Uloha 2: Vydelte nasledujice polyndmy a uréte podmienky:
a) (22 4+ 8z +15) : (z + 3);
b) (z+3): (2> + 8z +15).

Vysledok: a)  + 5, pre x # —3; b) 0, zv. (z + 3), alebo % pre x # —3,—5
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Priklad 3: Vydelte nasledujice polynomy a urcte podmienky:
(4 — 13a* + 9a*) : (3a® + 5a + 2).

Z: Budem postupovat tak, ako keby som delil dve cisla. Najprv si teda urcim, kolkokrdt sa
nachddza delitel (3a* + 5a + 2) v delenci (4 — 13a® + 9a*). Pri ¢islach je to jasné, no ako
to zistit pri polyndmoch?

U: Tu nés zaujimaju ¢leny s najvyssou mocninou. Preto si najprv zoradme v delenci aj deliteli

¢leny od najvyssej mocniny po najnizsiu.

Z: TakZe to bude vyzerat takto:

(9a* — 13a* + 4) : (3a®> + 5a + 2).
U: Ano, to je ono. Teraz sa pozrime na prvé ¢leny. V delenci je prvym ¢lenom 9a?, v deliteli
3a%. Vydel ich. Vsimaj si pri tom zdpis v rdmceku.

Z: Teda delim 9a* : (3a®) = 3a®. Do podielu preto napisem 3a®. Teraz vyndsobim 3a?
s delitelom (3a*> + 5a + 2) a vysledok zapisem pod delenca (9a* — 13a* + 4). Teda
3a? - (3a® + ba + 2) = 9a* + 15a® + 6a?.

U: Aby sme mohli ur¢it zvysok, pred (9a* + 15a® + 6a?) napiSeme znamienko minus. Tym
naznac¢ime, Ze to chceme odd¢itat od vyrazu napisaného nad nim.

(9a* —13a® +4) : (3a® + 5a + 2) = 3a*
—(9a* + 15a® + 6a?)
— 150 — 19a° + 4

Z: A ako sme dostali ten zvysok —15a% — 19a® + 47

U: Tak podme pomaly. Cleny s rovnakou mocninou od seba od¢itame. Ak odéitame od seba
¢leny 4. stupiia, mame 9a* — 9a* = 0, preto sme tam nenapisali ni¢. Dalej sme odéitali
kubické ¢leny (teda cleny, v ktorych vystupuje tretia mocnina premennej).

Z: Ale ved v delenci 9a* — 13a® + 4 nie je Ziadne a3 ?

U: Ale je. No jeho koeficient je nula, preto odé¢itame 0a® — 15a3 = —15a®. Pokrac¢ujeme
s kvadratickymi ¢lenmi: —13a? — 6a? = —19a%. Ostavaji ndm este absolttne ¢leny.

Z: Ano, viem. Tu odcitam 4 — 0 = 4. TakZe vlastne ¢islo 4 len odpisem.

U: Tak sme dostali —15a®—19a?+4. No a dalej budeme postupovat rovnako. Teraz sa pozeraj
na dalsi ramdek.

Z: Opit vydelim éleny s najvysSou mocninou, teda —15a3 : 3a®> = —b5a. Do podielu k 3a®
priddm —5a. Aby som urcil zvySok, ndsobim —5a s delitelom (3a® + 5a +2). Tak dostanem
—5a - (3a* + ba + 2) = —15a® — 25a® — 10a. To chcem odcitat od —15a® — 19a* + 4.
Opdt idem postupne. Najprv odcéitam kubické cleny, tie si rovnaké, preto mi vyjde nula,
ktori mepisem. Teraz odéitam kvadratické cleny —19a® — (—25a?) = —19a? + 25a* = 6a?.
Pokracujem s linedarnymi c¢lenmi: 0a — (—10a) = 10a. Ostdva absolitny clen, ktory vlastne
tba odpisem, lebo opit odcitavam nulu. Preto pripisem c¢islo 4.
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U: Velmi dobre. Tak sme dostali zvysok 6a® + 10a + 4.

(9a* — 13a? +4): (3a* + 5a + 2) = 3a®> — 5a
—(9a* + 15a® + 6a?)
— 15a° — 19a° +4
—(—15a3 — 25a% — 10a)
6a* + 10a + 4

Z: Pokracujem v deleni. Pozeram sa pri tom na dalsi raméek. Najprv vydelim najoyssie
mocniny: 6a® : 3a® = 2. Do podielu pripisem ¢islo 2. To vyndsobim s delitelom: 2 - (3a® +
+5a + 2) = 6a® + 10a + 4. Tento vysledok podpisem pod 6a® + 10a + 4. KedZe si tieto
vijrazy rovnaké, po odcitani dostanem nulu. Skoncil som. Vijsledny podiel je 3a® — ba + 2.

(9a* — 13a? +4): (3a® + 5a + 2) = 3a® — ba + 2
—(9a* + 15a® + 6a?)
— 15a° — 19a° +4
—(—15a3 — 25a% — 10a)
6a? + 10a + 4
—(6a® + 10a + 4)
0

: Skoncili sme.
: Nie tak celkom. Aby sme boli korektni, musime urcit podmienky, ¢o vsetko mozeme
dosadif za a, aby podiel mal zmysel.

C N

: No, ak si dobre pamdtdm, nedd sa delit nulou.

C N

: Pamiitas si to dobre. Osem cukrikov medzi nula deti nerozdelis nijak.

N«

: Takze delitel 3a° +5a+2 # 0. Zdd sa, Ze musim riesit kvadratickid rovnicu. UZ ma to dost
unavuje. Tato uloha je nejakd dlhd.

c

: Koniec je uz blizko. Pokracujme.

N«

: TakzZe, nagprv uréim tejto , pricom jej koeficienty
siA=3, B=5a(C=2:

D=B>—4AC=5>—4-3.-2=25—-24=1.

Dopocitam korene:
~B+vVD —-5+v1 —5=+1
24 2.3 6

a12 =

Dostaneme
-5 -1 —6
6 6
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U: Teda podmienky mame urcené:
2

~1,-=.
a#t—1,—3

Pre Gplnost sa eSte spytam, ako sa mdzeme presvedcit, ¢i sme sa nepomylili. Inymi slovami:
ako urobime skusku spravnosti?

Z: Vynasobim vysledok s delitelom. Teda
(3a* — 5a +2) - (3a® + 5a + 2) = [(3a* + 2)—5a] - [(3a® + 2)+5a] =

= (3a* +2)* — (5a)* =9a* +2-3a* -2 +4 — 25a* =

=9a* +12a% -2 + 4 — 25a% = 9a* — 134> + 4.
U: Vysla nam aj skuska.

N(

Bolo toho vela.

U: V skuske boli pouzité dva vzorce:
(A-B)-(A+B)=A*- B?

(A+ B)* = A +2AB + B>

Zhrnme to.
Podiel (9a* — 13a® +4) : (3a® + 5a + 2) = 3a*> — ba + 2 pre a # —1, — 2.
Vysledok méZeme zapisat aj v tvare zlomku:

9a* — 13a2 + 4
3a? 4+ ba + 2

2
= 3a® — 5a + 2 pre a # —1,—5.

Uloha 3: Vydelte nasledujice polynomy a urcte podmienky:
(42® — 1+ 2" — 42°) : (=22 + 1 + 2?).

Vysledok: 22 — 22 — 1 pre x # 1
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Priklad 4: Upravte nasledujici vyraz a urcte podmienky:

No C N

22 —3x+2
203 — b2 +x +2°

: Tak, ako na to?

. Tento vyraz chcem zjednodusit, teda zrejme krdtit. Preto potrebujem zapisat citatela aj

menovatela v tvare sucinu. V Citateli je kvadraticky mnohoclen a ten viem rozloZit na
sucin bud pomocou , alebo jednoducho vyriesim kvadratickd rovnicu
2?2 — 3z + 2 = 0. No horsie to vyzerd s menovatelom. Netusim, ako ho mdm rozloZit na
SUcIn.

: Tak rozmyslajme trochu s nadhladom. Zrejme sa ten vyraz da nieéim kratit. V idedlnom

pripade by sa dal ¢itatel aj menovatel vydelif polynémom nizSieho stuprtia, teda ¢itatelom,
ktory je 2% — 3z + 2. Sktisme to.

: Dobre. Idem vydelit menovatel citatelom:

(22° — 52 + 2 +2) : (2* — 31+ 2).

: Budeme postupovat tak, ako keby sme delili dve ¢isla.

: Najprv si teda uréim, kolkokrdt sa nachddza delitel (z*—3x+2) v delenci (223 — 5% +x+2).

: Pozri na ¢leny s najvys$Sou mocninou. KedZe ich mame zoradené od najvys$sej mocniny

po najniz§iu, tak sa pozrime na prvé ¢leny. V delenci je prvym ¢lenom 222, v deliteli z2.
Vydel tie. V§imayj st pri tom zapis v ramdceku.

: Teda delim 223 : 2 = 2x. Do podielu preto napisem 2x. Teraz vyndsobim 2x s delitelom

(22 — 3z + 2) a zapisem pod delenca. Teda 2z - (z* — 3x + 2) = 223 — 622 + 4x.

: Aby sme mohli ur¢it zvysok, pred 223 — 622 + 4z napiSeme znamienko minus. Tym naz-

nac¢ime, ze to chceme odéitat od nad nim napisaného vyrazu.

(223 =52+ z+2) : (22 —3x+2) =2z
— (223 — 622 + 4x)
2? — 3v+ 2

: A ako sme teda dostali ten zvySok x? — 3x + 27

: Tak podme pomaly. Cleny s rovnakou mocninou od seba odéitame. Ak od¢itame od seba

kubické ¢leny, mame 22° — 22% = 0, preto sme tam nenapisali ni¢. Dalej sme odéitali
kvadratické ¢leny —5x? — (—62?) = —5x? + 622 = 2. Potom linedrne ¢leny x — 4x = —3z.
Ostavaji nam absolitne cleny.

. Ale ved vijraz 223 — 62% + 4x nemd absolitny élen.
: Ale ma, len nie je napisany, lebo je 0. Preto od¢itame 2 — 0 = 2.
: Dobre, to mi je uZ jasné. No a dalej budem zrejme postupovat rovnako.

: Presne tak. Teraz sa pozeraj na dalsi ramcdcek. Zisti, kolkokrat sa nachidza delitel

(z? — 3x + 2) vo vyraze (z? — 3z + 2).
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Z:
uU:

cC N C NC

N<

c NC

N(

To vidim hned. Raz.
Tak do podielu k 2x pripocitaj cislo 1. Vysledny podiel polynémov je 2z + 1.

(22 =522+ 2+2) (2?3 +2)=2z+1
—(22% — 62% + 4x)

22— 3x+2
x2 —3x+2
0

2

: Potom menovatel 22® — 522 + x + 2 z povodného zlomku moéZem zapisat ako sucin (z* —

—3x+2)-(2x +1).

: Tak to tak napis.

: TakzZe pisem:

22 —3x+2 B 22 —3x+2 1
203 — b2 +x+2 (22 —-3x+2)-(2r+1) 2z+1°

: A to je to, ¢o sme cheeli. V &itateli aj v menovateli sme mali ten isty vyraz x? — 3z + 2,

ktorym si spravne zlomok kratil.

Tym som skoncil. Dalej sa to uZ nedd upravovat.

: To sa sice ned4, ale eSte mame urcéit podmienky.

Mdme zlomok, preto v menovateli nesmie byt nula.

: Spravne, len ti odporti¢am napisat si menovatel uz rozloZzeny na sicin.

Ano, takze
(2 =32 +2)- (22 + 1) #0.

: Méme tu st¢in, ktory méa byt rozny od nuly. Kedy to bude platit?

Nic¢ z toho, ¢o nasobim nesmie byt nula.

: OK. Teda 2> — 32 + 2 # 0, ani 22 + 1 # 0.

Nagprv vyriesim tu druhi podmienku:
20 +1#0,
2r # —1,

1
X % —é

: Ostava este prva podmienka: 22 — 3z + 2 # 0.
: Ja by som to vyriesil pomocou diskriminantu.

: Aj tak sa d4, no s takymi malymi ¢islami si moéZzeme pomoct aj Vietovymi vztahmi. Vieme,

7e x? — 3z + 2 chceme napisat ako suéin (z — nieco) - (x — nieco). No a tie ¢isla v sticine
musia davat ¢islo 2 a v stcte ¢islo 3. Poznas také ¢isla?
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Z: Ano, ¢isla 1l a 2.
U: Tak napiseme: 22 — 32 +2 = (v — 1) - (x — 2) # 0. Preto ani z — 1 # 0, ani  — 2 # 0. Po
vyrieSeni:  # 1 a x # 2. Este to zhrn do odpovede.

x2—3x+42 _ 1
203 —5x24x+2 ~ 2x+1°

Z: Pre x # —%, 1,2 je vyraz

Uloha 4: Upravte nasledujici vijraz a wréte podmienky:

3x —2
6x2 +5xr —6

Vysledok: = pre x # 2, v # —3
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Priklad 5: Vydelte nasledujice polynomy, urcte zvysok a podmienky:

N«

(6a® 4+ a* — 29a + 20) : (2a — 3).

Budem postupovat tak, ako keby som delil dve c¢isla. Najprv si teda urcim, kolkokrdt sa
nachddza delitel (2a — 3) v delenci (6a® + a® — 29a + 21). Pri ¢islach je to jasné, no ako
to zistit pri polyndmoch?

: Teraz st v§imaj zapis v ramdceku. Pozri na ¢leny s najvysSou mocninou. KedZe ich mame
y y

zoradené od najvyssej mocniny po najnizsiu, tak sa pozrime na prvé cleny. V delenci je
prvim ¢lenom 6a®, v deliteli 2a. A vydel tie.

: Teda delim 6a® : 2a = 3a®. Do podielu napisem 3a®. Teraz vyndsobim 3a® s delitelom

(2a — 3) a zapisem pod delenca. Teda 3a* - (2a — 3) = 6a® — 9a?.

: Aby sme mohli uréit zvysok, pred (6a®—9a?), napiSeme znamienko minus. Tym naznacime,

7e to chceme odéitat od nad nim napisaného vyrazu.

(6a® + a®> —29a +20) : (2a — 3) = 3a?
—(6a® — 9a?)
10a® — 29a + 20

: A ako sme teda dostali ten zvysok 10a? — 29a + 207

: Tak podme pomaly. Cleny v rovnakej mocnine od seba odéitame. Ak odé¢itame od seba

kubické ¢leny, mame 6a® — 6a® = 0, preto sme tam nenapisali ni¢. To bol aj zadmer, aby
nam najvyssia mocnina vypadla. Dalej sme odéitali kvadratické ¢leny a? — (—9a?) = a2 +
+ 9a? = 10a?. Ostavaji nam linearne a absolitne ¢leny.

. Ale ved vijraz 6a® — 9a® ich nemd.

: Ale m4, len nie st napisané, lebo st nulové. Preto ich jednoducho odpiseme. K 10a? tak

pripiseme —29a + 20.

: Dobre, to mi je uZ jasne.

: Dalej pokrac¢ujeme rovnako. Teraz sa pozeraj na dalsi raémcek. Najprv zistime, kolko-

krat sa nachddza delitel (2a — 3) vo vyraze 10a® — 29a + 20.

: Opdt vydelim c¢leny v najvyssej mocnine, teda 10a? : 2a = 5a. Do podielu k 3a® pripocitam

ba. Aby som wurcil zvySok, vyndsobim 5a s delitelom (2a — 3). Tak dostanem 5a - (2a —
— 3) = 10a® — 15a. Opit to podpisem pod vyraz 10a* — 29a + 20. Tieto vyrazy odcitame a
dostaneme

(10a* — 29a + 20) — (10a* — 15a) = —29a + 15a + 20 = —14a + 20.
(6a> + a? —29a+20) :(2a —3) = 3a®+ Ha

—(6a® — 9a?)
10a? — 29a + 20
— (10a® — 15a)

— 14a + 20
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C N C N

N<

N<

N«

c NC

Este stale nemame vysledok. Difam, Ze toto uz bude posledné delenie.

: Urcite, to uz vidno.

Vygraz 2a — 3 sa vo vyraze —14a + 20 nachddza (—7)-krdt, lebo —14a : 2a = —T7.

: Overme si to. Pozeraj sa pri tom na dalsi ramcek.

Takze do podielu pripisem cislo —7. Vyndsobim (—7) - (2a — 3) = —14a + 21. Podpisem to
pod vyraz —14a+20. Po odcitani vyrazov (—14a+20) — (—14a+21) dostanem zvysok —1.

(6a> + a* —29a+20) : (2a —3) = 3a®*+5a—7
—(6a’ — 9a?)
10a? — 29a + 20
— (10a?® — 15a)
— 14a + 20
—(—14a + 21)
—1

Vysiel nam nenulovy zvysok. Zapiseme:
(6a® 4+ a* — 29a + 20) : (2a — 3) = 3a® +5a — 7, zv. — 1

: Nezabudnime este na podmienky.

: Ja by som na to zabudol. Vieme, Ze sa nedd delit nulou. Teda delitel ma byt rozny od nuly:

2a — 3 # 0,

3
(l?éi

: A méme uz urcené aj podmienky. Pre tiplnost sa eSte spytam, ako sa mozeme presveddit,

¢i sme sa nepomylili? Inymi slovami, ako urobime skusku spravnosti.

To je jednoduché. Vyndsobim vysledok s delitelom a k tomuto sucinu pripocitam zvysok
—1.
(3a* +5a—7)-(2a—3) - 1=

= 6a® — 9a® + 10a® — 150 — 14a+21 — 1 =
— 6a® + a® — 29a + 20.

A to je vlastne vyraz z delenca. Vysla nam teda aj skuska.

: Zhrnme to.
(6a® +a? —29a +20) : (2a — 3) =3a* 4+ 5a— 7, 2v. — 1 prea # 3.
: Zapisme este tento vysledok tak, aby sme pri tom nepouzili skratku ,zv.“. ZvySok —1 by

tam nebol, keby sa dal vydelit delitefom 2a — 3. Delenie nie je ni¢ iné ako lomeno, preto
namiesto ,zv. —1“ modzeme pouzif podiel ﬁ Vysledok mozeme teda zapisat aj takto:

6a® + a® — 29a + 20 9 -1 3
S f3(1/+5(1,—7+mprea7é§.
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Uloha 5: Vydelte nasledujice polyndmy, uréte zvySok a podmienky:

(¥ + 222 =22 —1): (z +1).

Vysledok: 22 + 2 — 3, zv. 2, alebo 22 +x — 3 + -2 pre v # —1

z+1
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Priklad 6: Najdite redlne cislo t tak, aby delenie nemalo zvysok:

C N C

N«

(122° + 17z +t) : (37 + 8).

: Tak, ako by si na to isiel?

: Budem to normdlne delit a na konci delenia zistim, ¢o musi byt t, aby vysiel podiel bezo

zvysku.

: Skus. Pozeraj sa pri tom na zapis v ramceku.

: Delenca aj delitela mdm zoradengjch od najvyssej mocniny, takie mozem delit 1222 : 3z =

= 4x. Teda do podielu napisem 4zx.

. Ano.
: Teraz spitne vyndsobim 4x delitelom 3z + 8. Dosatnem 4z - (3x + 8) = 122 + 32z. To

odpocitam od delenca 122* + 17z + t. Dostanem (122 + 17z +t) — (122% + 322) = 17z —
—32x +t=—15z + t.

(1222 + 172 + t): (32 + 8) = 4w
—(122% + 32x)
— 15z +1

: Pokracuj dalej. Teraz si vsimaj dalsi ramdek.

: Postupujem rovnako. Zistim, kolkokrat sa delitel 3x + 8 nachddza vo vijraze —15x+t. Preto

vydelim —15x : 3x = —5. Do podielu za 4x pripisem —5. Teraz spdtne vyndsobim —5
delitelom 3x + 8. Dostanem: —5- (3x 4+ 8) = —15x — 40. Tento vysledok zapisem pod vyraz
—15x + t. ZvySok dostanem tak, Ze odcitam (—15x +t) — (—15x — 40) =t + 40.

(1222 + 17z +t): 3z +8) =4x —5
— (1222 + 327)
—1bx+ t
—(—15x — 40)
t+ 40

: Podla zadania chceme, aby zvysok bol nulovy. Co s tym teda urobime?
: PoloZime t + 40 = 0. Odtial: t = —40.
: Fajn. Uréme eSte podmienky.

. Delitel musi byt rozny od nuly, lebo nevieme delit nulou. Preto:

3x+8#0.

To plati prave vtedy, ked
3r # =8,

8
X # —g
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U: O spravnosti svojho vysledku sa eSte presved¢ skuskou.

Z: Musim vyndsobit podiel 4z — 5 s delitelom 3x + 8. Mal by som dostat delenca, pricom za t
dosadim —40, c¢o je vyraz 122* + 17x — 40.
: Urob to.

. Teda:
(42 — 5)(3x + 8) = 122” + 32z — 152 — 40 = 122 + 17z — 40.

U: OK. Vyslo to. Sformuluj este odpoved.
Z: Aby delenie (1222 + 17z + t) : (3= + 8) nemalo zvySok, musi sa ¢ = —40.

Uloha 6: Najdite redalne cislo t tak, aby delenie nemalo zvysok:
(32* — 33z +t) : (v — 1).

Vysledok: ¢t = 30
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Priklad 7: Vydelte nasledujice polynomy a urcte podmienky:

C N C N

N«

N«

(@° +9°) : (2* — 2y + 7).

: Ale tu delim polynomy s dvoma premennymi. S tym nemdm skisenost.
: Ale vie$ delif polynémy s jednou premennou.

: To viem.

: Tak tu postupuj rovnako.

: TakZe mdm nagprv zistit, kolkokrdt sa delitel (x? —xy+y?) nachddza v delenci 23 +13. Cleny

mdm mat zoradené od najvyssicho stupria po najnizsi. A to ako? Ved v delenci x® + 1 su
vSetky cleny treticho stupria a v deliteli 2> — xy + y? zase druhého.

: Tak si zatial v§imaj len jednu premennt, napr. z. A zorad si ich iba podla stupiia premennej

x. Pozeraj sa pri tom na zapis v ramcdceku.

: To vlastne tak mdm zoradené. Mozem pokracovat. TakZe x* sa v x® vyskytuje x-krdt, preto

do podielu pisem x. Teraz x vyndsobim s delitelom z* — xy + y?, teda: z - (2? — zy +y?) =

= 2% — 2%y + xy?. Tento vysledok napisem pod delenca, aby som ho od neho odcital. Po

odcitani dostanem: (z3 + y®) — (2 — 2%y + xy?) = 2%y — 2y + 5.

: Spravne. Pokracuj dale;j.

(@ +y°): (2% —2y +y*) =2
— 2%y +ay’)
ny o ny + y3

(2

: Teraz musim zistit, kolkokrdt sa delitel (x* — xy +y?*) nachddza vo zvysku (y — zy* + y3).

To uZ je zapisané v dalSom ramdéeku. Zistim to podla prvych clenov, ktoré vydelim.
Teda 2%y : 22 = y. Do podielu preto pripocitam y.

: Vidis, Ze si si s tym poradil. Pokracuj dalej.

: Teraz y vyndsobim s delitelom (x? — zy+1y?). Dostanem: y- (2> —xy+y?) = 2%y — xy? +°.

Tento vyjsledok odpocitam od x*y — xy* + 3. Vyjde ndm zvysok nula.

: Dobre.

(P +y?): (@ —ay+y*)=a+y
—(2° — 2%y + ay’)
22y — xy? + P
—(a%y —ay® +y°)
0

Z: Podiel je preto rovny vjrazu x + y.

uU:

Dobre. Nezabudnime este na podmzienky.
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y4

uU:

Nesmiem delit nulou, preto delitel
? —xy +1y° #0.

Neviem, co s tym dalej.

: Dalej ni¢. Pokojne mozeme nechat podmienku v takom tvare. ESte sa presvedéme, ¢i sme

sa niekde nepomylili a urobme skusku spravnosta.

. Musim ukdzat, Ze plati:

(z +y)(a® =2y +y°) = 2° + ¢,

: Ni¢ ti to nepripomina? Noze sa na to poriadne pozri.

: Aha, ved to je vzorec 23 +12. Ja tulpas. Naco som to viastne delil? Hned som mohol napisat

vysledok:
(2 +y) (@ -y + ) =2 +y.
Mohol si. . .

Uloha 7: Vydelte nasledujice polynomy a urcte podmienky:

(2 —9°) : (&% + 2y + 7).

Vysledok: z — y pre 2% + 2y + y? # 0
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Priklad 8: Vydelte nasledujice polynomy, urcte zvysok po deleni a podmienky:
(2% — 5% + 5z — 2) : (z — 4).

Z: Cleny polyndmov mdm zoradené od najvyssej mocniny po najniZsiu, teda zacnem delit
22 . o = 22. Preto do podielu zapisem 22, ako je to zapisané v ramdéeku. Vysledok
teraz vyndsobim delitelom x — 4. Dostanem: x? - (v — 4) = 23 — 4x2. Vysledok napisem pod
delenca x® — 522 4+ 5x — 2, od ktorého ho odcitam.

U: Spravne, odcitaj to teda.
Z: Dostanem (x® — 5z? + bx — 2) — (23 — 42?) = bz + 422 + 5x — 2 = —2% + bz — 2. Pod
ciaru napisem —x? + bx — 2.
(23 — b +5x —2) : (v —4) =22
— (2% — 42?)
— 2?4+ 51 — 2

U: Spravne. Pokracuj dalej. Teraz si vsimaj dalsi ramcek.

Z: Teraz postupujem rovnako. Zistim, kolkokrdt sa delitel z—4 nachddza vo zvysku —x>+5x—2.
Preto vydelim —x? : x = —x. Do podielu za 2% pripisem —x. A opdt vyndsobim —x
s delitelom x — 4. Dostanem —x - (v —4) = —x? + 4x. Tento vysledok odpocitam od virazu
—2%+5x—2. CiZe (—x?+5x —2) — (—2® +4z) = br—4x —2 = v —2. Vijraz x —2 zapisem
pod ciaru.
U: Spravne.
(23 =522 +5x—2) :(x—4)=2>—2x
— (23 — 42?)
— 2%+ 5xr — 2
—(—2% + 42)

T — 2

Z: Uz vidno, Ze toto delenie bude mat nenulovy zvysok. Pokracovanie delenia mdm v dalsom
ramdceku. Chcem zistit, kolko je x : x. Je to 1, preto do podielu pripisem 1. Potom
1-(x —4) =z —4. Po odcitani od x — 2 dostanem: (xr —2) — (x —4) = -2+ 4 = 2.

(23 =522 +5x—2) :(x—4) =2 —x+1

— (2% — 42?)
— 2% +5x — 2
—(—2% + 4z)
r—2
—(z—4)

2
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Z: A costym?
U: Ni¢. To je vysledok.

(2® =52 +52—2): (z—4)=2>—x+1, zv. 2.

Nezabudnime eSte na podmienky.

Z: Nesmieme delit nulou, teda delitel = — 4 # 0.

To plati prave vtedy, ked x # 4.
U: Spravne. Ale vratme sa predsa len este k tomu vysledku. Pouzili sme v iom nieco také ako
,Zv.“. A uznaj, ze to je taky divny zapis. Pozname operacie s¢itania, odé¢itania, nasobenia,
delenia, ... Ale ¢o je to za operaciu ,zv.“? Skiisme to napisat korektne.

Z: Netusim ako.

U: Ten zvysok 2 by tam nebol, keby sa dal vydelit delitefom x — 4. Delenie nie je ni¢ iné ako
lomeno, teda namiesto ,zv. 2“ moéZeme k podielu 22 — z + 1 pripocitat ﬁ. Zapiseme to
teda takto:

Pre x # 4 je
x3 — 5x* + 5r — 2 el 2
r—4 7 rr r—4

Sks si este urobit skusku spravnosti.

Uloha 8: Vydelte nasledujice polynomy, urcte zvysok po deleni a podmienky:

(22° — 2* — 132) : (22 + 5).

Vysledok: 22 — 3x + 1, 2v. — 5, alebo 2* —3x +1 — 2z5+5 pre r # —g




